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Resumo 
 
Este trabalho propõe um modelo para a correção da velocidade de propagação de 
ondas ultrassônicas longitudinais em materiais compósitos unidirecionais feitos de 
carbono/epóxi (HexTow® AS4/HexPly® 8552), amplamente utilizado na indústria 
aeronáutica. Tal correção permitirá que as equações de acustoelasticidade sejam 
empregadas para a medição de tensões mecânicas nesse tipo de compósito por 
ultrassom. O trabalho é subdividido em três partes: a primeira relativa ao procedimento 
experimental para obtenção das velocidades das ondas longitudinais para vários 
ângulos de orientações de fibras, partindo de 0° com incrementos de 15° até 180°, 
sendo as medições realizadas em uma amostra poligonal de 24 lados. Na segunda 
parte, os resultados obtidos na primeira parte foram utilizados para validar o modelo 
teórico proposto, que empregou as constantes elásticas de segunda e terceira ordem, 
constantes acustoelásticas, deformações e tensões higrotermomecânicas. Na terceira 
parte é descrito o procedimento para o desacoplamento entre as constantes 
acustoelastica longitudinal e transversal a propagação da onda. Os resultados indicam 
que as tensões térmicas geradas pelo processo de cura, apesar de não serem 
elevadas, possuem um efeito considerável na velocidade da onda ultrassônica e 
devem ser utilizadas no ajuste das estratégias de medição. As tensões térmicas 
transversais à orientação das fibras são as tensões que governam este processo. 
Além disso, pela equação proposta, os resultados sugerem que é possível estimar a 
constante acustoelástica através do efeito higrotérmico. 
 
Palavras chaves: Ultrassom, Acustoelasticidade, Medição de Tensões, Velocidade 
de onda ultrassônica, Ondas longitudinais. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abstract 
This paper proposes a model for correction of the longitudinal ultrasonic waves velocity 
of a unidirectional carbon / epoxy composites (HexTow® AS4 / HexPly® 8552), widely 
used in the aeronautical industry. This correction will allow the acoustoelasticity 
equations to be used for the measurement of mechanical stresses in this type of 
composite by ultrasound. The work is subdivided into three parts: the first one 
concerning the experimental procedure for obtaining longitudinal wave velocities for 
various angles of fiber orientations, starting from 0 ° in increments of 15 ° to 180 °, the 
measurements being carried out in a 24-sided polygonal sample. In the second part, 
the results obtained in the first part were used to validate the proposed theoretical 
model, which used the elastic constants of second and third order, constants 
acoustoelastic, deformations and hygrothermomechanical stresses.  
In the third part the procedure for the decoupling between longitudinal and transverse 
acustoelastic constants wave propagation is described. The results indicate that the 
thermal stresses generated by the curing process, although not high, have a 
considerable effect on the velocity of the ultrasonic wave and should be used in the 
adjustment of the measurement strategies. The thermal stresses cross the orientation 
of the fibers are the tensions that govern this process. Moreover, by the proposed 
equation, the results suggest that it is possible to estimate the acoustoelastic constant 
through the hygrothermal effect. 
 
Key words: Ultrasound, Acoustoelasticity, Stress measurement, Ultrasonic wave 
velocity, Longitudinal waves. 
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1. INTRODUÇÃO 
 
O desenvolvimento de ensaios não destrutivos confiáveis tem sido cada vez mais 
exigido nas aplicações industriais, principalmente na indústria aeroespacial. Através 
de novas técnicas é possível o monitoramento da saúde estrutural de materiais de 
forma contínua enquanto o equipamento está em uso. O emprego de técnicas de 
monitoramento é comumente chamado de SHM (do Inglês, Structural Health 
Monitoring). Estas técnicas, além de garantirem a segurança, também podem levar à 
diminuição do custo de manutenção, uma vez que as peças e equipamentos tendem 
a ser substituídos logo antes de falhar, ou seja, contribuindo também com a 
manutenção preditiva. Neste contexto, a utilização de ultrassom para a avaliação de 
componentes se encaixa perfeitamente, já que seu custo é reduzido em comparação 
a outras técnicas, como o raio-X e partículas magnéticas, e não exige grande 
qualificação do operador do equipamento.  
Nas últimas décadas tem-se intensificado o desenvolvimento de técnicas 
envolvendo ondas ultrassônicas que utilizam a acustoelasticidade, as bases 
modernas deste princípio foram desenvolvidas por Hughes e Kelly (1953), Toupin e 
Bernstein (1961), Thurston e Brugger (1964), Pao (1987), Pao e Gamer (1985), entre 
outros. Dentre os vários tipos de ondas, como a cisalhante, Rayleigh, Love, Lamb, as 
ondas longitudinais são as mais sensíveis para medição da tensão (Egle and Bray, 
1976).  Neste tipo de onda destaca-se a técnica de ondas longitudinais criticamente 
refratadas ou Lcr, com as quais não há a necessidade de se ter acesso às duas 
superfícies do material, como na técnica Through Transmission, o que é uma grande 
vantagem (Santos and Bray, 2002).  
Através da teoria da acustoelasticidade é possível relacionar a velocidade da 
onda longitudinal ou da longitudinal criticamente refratada com a tensão a qual o 
material está submetido (Santos and Bray, 2002). Muitos pesquisadores têm 
trabalhado no assunto, tais como Tverdokhlebov (1983) e Mase et al. (1989), que 
utilizaram a teoria da acustoelasticidade em meios anisotrópicos; Pilarski e Rose 
(1989), que utilizaram Lcr para caracterização de materiais anisotrópicos e compósitos; 
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Chu e Rokhlin (1994), que utilizaram a técnica de inversão e reconstrução da equação 
de Christoffel para a determinação das constantes elásticas e tensões em materiais 
compósitos a [0°/90°]; Duquennoy et al. (1999), que equacionaram a 
acustoelasticidade nas coordenadas iniciais e naturais em materiais ortorrômbicos; 
Santos e Bray (2002), que avaliaram o estado de tensão de barras de aço utilizando 
ondas Lcr e cisalhantes; Andrino (2007), que mediu as ondas Lcr com o intuito de 
avaliar as tensões em dutos; Pereira Jr e Santos (2013), que verificaram a anisotropia 
gerada pela laminação em chapas de alumínio; Pereira Jr et al. (2016), que 
compararam ondas Lcr com a técnica de ruído de Barkhausen e Wang et al. (2018), 
que utilizaram ondas Lcr para avaliar o estado plano de tensão de materiais 
ortotrópicos.  
Como foi visto, por muitas décadas tem-se pesquisado sobre modelos capazes 
de relacionar as constantes elásticas dos materiais e tensão com a velocidade das 
ondas ultrassônicas, em especial a onda longitudinal. Os trabalhos sobre modelagem 
assim são importantes porque permitem a previsão do comportamento em condições 
normais e a avaliação das razões de comportamentos não esperados, além de serem 
uma ferramenta importante para o projeto de compósitos e de suas estratégias de 
inspeção. Essas abordagens podem usar métodos analíticos, métodos semianalítico 
e métodos numéricos, como o de elementos finitos.  
Pelas equações propostas por Pao (1987) e Pao e Gamer (1985) a velocidade 
da onda é correlacionada com as constantes elásticas de segunda e terceira ordem 
de materiais ortotrópicos, assim como a tensão aplicada ou residual. No caso de 
materiais compósitos, que são anisotrópicos e heterogêneos, a análise de velocidade 
das ondas longitudinais torna-se mais desafiadora, pois envolve caraterísticas 
exclusivas desta classe de materiais, como o acoplamento extensão-flexão, flexão 
torção, extensão-torção. Além disso, como os materiais compósitos são formados por 
diversos materiais, como o nome já indica, o próprio processo de fabricação cria 
tensões residuais no material compósito. Essas tensões podem ser classificadas em 
três categorias, mecânica, térmica e higroscópica (Gürdal, Haftka and Hajela, 1999; 
Jones, 1999; Gay, 2015), cujo efeito combinado é conhecido como efeito 
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higrotermomecânico. Existe ainda o fato de compósitos serem um meio altamente 
dispersivo, dificultando a propagação de ondas e, com isso, a inspeção. 
 
 
1.1. Objetivo 
 
Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um modelo para a 
correção da velocidade de propagação de ondas ultrassônicas longitudinais em 
materiais compósitos unidirecionais feitos de carbono/epóxi (HexTow® AS4/HexPly® 
8552), amplamente utilizado na indústria aeronáutica.  
A proposta é apresentar um modelo que unifique os conceitos da teoria da 
elasticidade, a teoria clássica dos laminados, o efeito higrotermomecânico e a teoria 
da acustoelasticidade, verificando o papel das deformações/tensões térmicas geradas 
no processo de cura para ajuste da velocidade de propagação, que é a base para o 
cálculo das tensões.  
Com o intuito de verificar se o modelo atende ou não a exatidão necessária para 
ensaios não destrutivos ele será validado experimentalmente em um compósito 
unidirecional de carbono/epóxi HexTow® AS4/HexPly® 8552.  
 
 
1.2. Descrição do trabalho 
 
Este trabalho é composto por 6 capítulos. No capítulo 2 são apresentados os 
conceitos básicos utilizados no desenvolvimento do trabalho, como ondas 
ultrassônicas, constantes elásticas de segunda e terceira ordem, acustoelasticidade, 
cálculo de constantes elásticas em materiais compósitos, efeito higrotermomecânico 
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em materiais compósitos e equação de Christoffel. No capítulo 3 são apresentadas as 
revisões bibliográficas, com os trabalhos básicos e os mais recentes sobre o assunto.  
O capítulo 4 é dividido em três partes: a primeira destina-se ao procedimento 
experimental utilizado para a validação da equação analítica proposta na segunda 
parte, que consiste na definição das premissas, hipóteses e toda a modelagem 
analítica, a modelagem teórica e cálculos do modelo, estabelecendo-se as relações 
entre as constantes elásticas, tensões e tensões residuais. Por fim, na terceira parte 
estabelece-se o procedimento adotado para o desacoplamento das tensões 
longitudinais e transversais. 
O capítulo 5 é destinado a comparação entre a velocidade calculada e 
velocidade experimental, bem como as discussões sobre a efetividade do método. 
Finalizando, o capitulo 6 é dedicado para conclusão e sugestão de trabalhos futuros. 
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2. CONCEITOS BÁSICOS 
 
No capítulo 2, serão apresentados os conceitos básicos e temas relevantes ao 
trabalho. O capitulo se inicia com a teoria da elasticidade, lei de Hooke generalizada 
e uma breve introdução sobre as propriedades elásticas, em especial as constantes 
elásticas de primeira, segunda e terceira ordem. A seguir são apresentados os 
conceitos de materiais compósitos como aplicação, os processos de fabricação e 
cura, a teoria clássica de laminados e temperatura de operação de materiais 
compósitos aeronáuticos. Então são explicados os conceitos de ondas ultrassónicas, 
seus tipos e conceitos de propagação. Por fim são expostos os conceitos de 
acustoelasticidade e a forma de cálculo das constantes acustoelastica. Os conceitos 
aqui apresentados foram utilizados para o desenvolvimento do modelo proposto.  
 
 
2.1. Teoria da Elasticidade 
 
No estudo de elasticidade são utilizados diversos tipos de grandezas na forma 
de escalares, vetoriais, tensores e tensores de alta ordem. No cálculo tensorial todas 
as entidades citadas são na realidade tensores de ordem zero, um, dois e, acima disto, 
são os tensores de alta ordem. A ordem de um tensor, assim como a quantidade de 
componentes é definida por 3n, sendo n é a ordem do tensor, assim: 
Tabela 1. Ordem de tensores.  
Ordem (n) N° de componentes Entidade 
0 30=1 Escalar 
1 31=3 Vetor 
2 3²=9 Tensor 
3  3³=27 Tensor de ordem superior (3a ordem) 
4 34=81 Tensor de ordem superior (4a ordem) 
5 35=243 Tensor de ordem superior (5a ordem) 
6 36=729 Tensor de ordem superior (6a ordem) 
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Tensores de segunda ordem podem ser representados por uma matriz quadrada 
de n por n; acima disto tem-se os tensores de ordem superior como o de terceira 
ordem, como os Cijk, que são representados por uma matriz cúbica por conta do 
terceiro índice, ou seja, por uma matriz n por n por n. O tensor de terceira ordem ainda 
pode ser representado graficamente, entretanto um tensor de quarta ordem n por n 
por n por n, um hipercubo, não possui representação gráfica.  Para os tensores 
utilizados na mecânica do contínuo, como por exemplo os tensores de quarta Cijkl e 
sexta ordem Cijklmn da teoria da hiperelasticidade, existe um procedimento para 
representá-los em uma matriz n por n. 
A representação de um tensor de ordem superior em uma matriz quadrada é 
uma grande vantagem algébrica. A técnica que permite esta possibilidade é baseada 
no fato de que o tensor de segunda ordem do estado de tensão e/ou deformação é 
simétrico, podendo assim ser representado por um vetor de seis dimensões. Dessa 
forma, o tensor de quarta ordem pode ser associado a um espaço de seis dimensões. 
Os detalhes e a descrição de como essas representações são feitas podem ser 
encontrados no apêndice A.11 de Cowin (2013). 
Feitas estas considerações iniciais sobre representação tensoriais, parte-se para 
a discussão da teoria da elasticidade, forças, tensões e deformações. Praticamente 
todos os materiais utilizados na Engenharia possuem um certo grau de elasticidade. 
Isto significa que as forças externamente aplicadas produzem uma deformação até 
certo limite; quando estas forças cessam as deformações desaparecem. 
A mecânica do contínuo considera que os materiais são homogêneos e 
uniformes. Apesar destas hipóteses simplificadoras não serem atendidas 
completamente na maioria dos materiais, a experiência mostra que a mecânica do 
contínuo e a teoria da elasticidade preveem o comportamento dos materiais com 
grande precisão. Isto se justifica porque microscopicamente pode existir 
heterogeneidade, entretanto, macroscopicamente estas descontinuidades são 
distribuídas aleatoriamente fazendo com que nas grandes porções exista um 
comportamento médio que descreve os valores das propriedades (Timoshenko and 
Goodier, 1980). 
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As forças atuantes em um corpo podem ser divididas em duas categorias: força 
de corpo e força de superfície. Quando as forças são distribuídas no volume do corpo, 
como é o caso de forças gravitacionais, magnéticas, elétricas ou inerciais, estas são 
denominadas forças de corpo. Já quando a força é distribuída ao longo de uma 
superfície, interna ou externa, esta é chamada força de superfície (Figura 2-1). Essas 
últimas normalmente ocorrem com a interação direta do corpo com o meio, por 
contato.  
 
Figura 2-1: Força de Corpo e Força de Superfície (Hibbeler, 2010). 
 
A compreensão da distribuição de forças internas agindo sobre um corpo é de 
suma importância para a compreensão da teoria da elasticidade. Considerando um 
corpo subdividido em pequenas áreas, conforme Figura 2-2a, uma força ΔF atuante 
em uma superfície ΔA, pode ser decomposta em 3 componentes: ΔFz normal a 
superfície e ΔFx e ΔFy tangentes a superfície. A força normal será a responsável pelas 
tensões normais (tração ou compressão) e as forças tangenciais serão responsáveis 
pelas tensões de cisalhamento, conforme definido nas equações (2.1), (2.2) e (2.3). 
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Figura 2-2: Relação de força e tensão (Hibbeler, 2010). 
𝜎௭௭ = lim∆஺→଴
∆𝐹௭
∆𝐴
 (2.1) 
𝜏௭௫ = lim∆஺→଴
∆𝐹௫
∆𝐴
 (2.2) 
𝜏௭௬ = lim∆஺→଴
∆𝐹௬
∆𝐴
 (2.3) 
 
Para descrever uma tensão são necessárias duas informações. Uma forma de 
definir essas informações é utilizando dois índices: o primeiro relaciona a orientação 
da área ΔA, mais especificamente a orientação ao vetor normal a estas áreas (nas 
tensões descritas nas equações acima índice z); o segundo índice é relacionado a 
direção da tensão, que nas equações citadas são z, x e y respectivamente. Também 
é comum adotar-se índice 1 para x, índice de 2 para y e índice 3 para z. Por 
conveniência para a tensão normal utiliza-se o símbolo σ (sigma) e para as tensões 
de cisalhamento  (sigma). 
 
  
(a)   (b)  (c) 
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2.1.1. Componentes de tensão 
 
Considerando-se agora um corpo, onde existam os planos x-z, x-y e y-z 
conforme as Figura 2-2b e Figura 2-2c, cada superfície do elemento cúbico possui 
três tensões (uma normal e duas de cisalhamento), que pela simetria as faces 
paralelas possuem as mesmas tensões em sentidos contrários. Este elemento cúbico 
submetido a forças de superfície resulta em nove componentes de tensão, conforme 
Figura 2-3. 
 
Figura 2-3: Componentes de tensão (Hosford, 2009). 
Por convenção, quando a tensão normal de tração acompanha o sentido positivo 
de x,y,z as tensões de cisalhamento são positivas quando acompanham os eixos de 
referência, no caso que as tensões normais de tração não acompanham o sentido 
positivo as tensões de cisalhamento apresentam sentidos positivos na direção 
contrária. No exemplo da Figura 2-3 todas as tensões estão no sentido positivo. O 
estado de tensão que o elemento é submetido pode ser representado pelo tensor de 
Cauchy e, conforme já mencionado, para a notação indicial utiliza-se 1 para x, 2 para 
y e 3 para z. 
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𝜎 = ൥
𝜎ଵଵ 𝜏ଵଶ 𝜏ଵଷ
𝜏ଶଵ 𝜎ଶଶ 𝜏ଶଷ
𝜏ଷଵ 𝜏ଷଶ 𝜎ଷଷ
൩ (2.4) 
Segundo Timoshenko e Goodier (1980), como é necessário que o corpo esteja 
em equilíbrio, σij=σji. 
 
 
2.1.2. Componentes de pequenas deformações 
 
Para o estudo das deformações elásticas em materiais isotrópicos, estabelece-
se que as restrições são suficientes para impedir o deslocamento como corpo rígido, 
garantindo-se que o deslocamento das partículas somente ocorra por deformações. 
Quando um corpo é submetido a tensões normais ocorrem deformações lineares 
representadas por 𝜀; quando submetido a tensões de cisalhamento estas geram 
deformações angulares, representadas por 𝛾 . Os deslocamentos nas direções x, y e 
z são representados por u, v e w respectivamente. O caso bidimensional é mostrado 
na Figura 2-4. 
 
Figura 2-4: Deformações, alterado de Sadd (2009). 
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As pequenas deformações podem ser escritas: 
𝜀௫௫ =
𝜕𝑢
𝜕𝑥
     (2.5) 
𝜀௬௬ =
𝜕𝑣
𝜕𝑦
     (2.6) 
𝜀௭௭ =
𝜕𝑤
𝜕𝑧
 (2.7) 
𝜀௬௫ = 𝜀௫௬ =
1
2
൬
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+
𝜕𝑣
𝜕𝑥
൰      (2.8) 
𝜀௬௭ = 𝜀௭௬ =
1
2
൬
𝜕𝑣
𝜕𝑧
+
𝜕𝑤
𝜕𝑦
൰      (2.9) 
𝜀௭௫ = 𝜀௫௭ =
1
2
൬
𝜕𝑤
𝜕𝑥
+
𝜕𝑢
𝜕𝑧
൰ (2.10) 
 
Ou na forma indicial: 
𝜀௜௝ =
1
2
ቆ
𝜕𝑢௜
𝜕𝑥௝
+
𝜕𝑢௝
𝜕𝑥௜
ቇ    𝑖, 𝑗 = 1,2,3. (2.11) 
 
Para o caso tridimensional o tensor de pequenas deformações na notação 
indicial, também denominado tensor de deformações Green-Lagrange, pode ser 
representado por: 
𝜀 = ൥
𝜀ଵଵ 𝜀ଵଶ 𝜀ଵଷ
𝜀ଶଵ 𝜀ଶଶ 𝜀ଶଷ
𝜀ଷଵ 𝜀ଷଶ 𝜀ଷଷ
൩ (2.12) 
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2.1.3. Energia de deformação 
 
O trabalho feito em um sólido elástico é armazenado no corpo na forma de 
energia de deformação. Em um sólido perfeitamente elástico a energia é 
completamente recuperada quando as forças cessam.  Considerando a Figura 2-5, é 
possível afirmar que a energia de deformação armazenada é igual ao trabalho 
realizado no corpo, definida pelo equação (2.13). 
 
Figura 2-5: Corpo deformado uniaxialmente (Sadd, 2009). 
 
𝑑𝑈 = න 𝜎. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧. 𝑑 ൬𝑢 +
𝜕𝑢
𝜕𝑥
𝑑𝑥൰
ఙೣ
଴
− න 𝜎. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧. 𝑑𝑢
ఙೣ
଴
= න 𝜎. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧. 𝑑𝑥. 𝑑 ൬
𝜕𝑢
𝜕𝑥
൰
ఙೣ
଴
 (2.13) 
 
Pela lei de Hooke tem-se: 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
= 𝜀௫ =
𝜎௫
𝐸
 (2.14) 
 
Substituindo (2.14) em (2.13): 
39 
 
 
 
𝑑𝑈 = න 𝜎. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧. 𝑑𝑥. 𝑑 ൬
𝜎𝑥
𝐸 ൰ =
𝜎௫ଶ
2𝐸
𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧
ఙೣ
଴
 (2.15) 
Considerando agora a energia de deformação por volume conforme: 
𝑈 =
𝑑𝑈
𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧
      𝑜𝑢     𝑑𝑈 = 𝑈. 𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧 
  
(2.16) 
Chega-se finalmente a: 
𝑈 =
𝜎௫ଶ
2𝐸
=
𝐸ଶ𝜀௫ଶ
2𝐸
=
𝐸𝜀௫ଶ
2
=
𝜎௫𝜀௫
2
 (2.17) 
Nota-se, com a análise do gráfico de tensão x deformação, que a energia de 
deformação é a área sob a curva da parte elástica do gráfico, conforme observado na 
Figura 2-6. 
 
Figura 2-6: Energia de deformação e tensão x deformação, adaptado de Sadd (2009). 
 
Para a energia de deformação de cisalhamento, considera-se a Figura 2-7. 
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Figura 2-7: Deformação de cisalhamento (Sadd, 2009). 
 
𝑑𝑈 =
1
2
𝜏௫௬. 𝑑𝑦. 𝑑𝑧. ൬
𝜕𝑣
𝜕𝑥
𝑑𝑥൰ +
1
2
𝜏௬௫. 𝑑𝑥. 𝑑𝑧. ൬
𝜕𝑢
𝜕𝑥
𝑑𝑥൰ (2.18) 
 
Como a lei de Hooke para cisalhamento estabelece τ=Gγ, portanto: 
𝑈 =
1
2
𝜏௫௬𝛾௫௬ =
𝜏௫௬ଶ
2𝐺
=
𝐺𝛾௫௬ଶ
2
 (2.19) 
 
Um solido é definido como hiperplástico ou Green-elástico quando existir uma 
função de energia de deformação conforme equação (2.20) (Reddy, 2007) 
𝜎௜௝ =
𝜕𝑈଴
𝜕𝜀௜௝
 (2.20) 
 
Considerando ε=0, o comportamento constitutivo do material hiperplástico é 
obtido através da expansão de série de Taylor de U0, e C0, Cij, Cijkl, Cijklmn são os 
componentes de rigidez do material. 
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𝑈଴ = 𝐶଴ + 𝐶௜௝𝜀௜௝ +
ଵ
ଶ!
𝐶௜௝௞௟𝜀௜௝𝜀௞௟ +
ଵ
ଷ!
𝐶௜௝௞௟௠௡𝜀௜௝𝜀௞௟𝜀௠௡+... (2.21) 
 
 
2.1.4. Lei de Hooke Generalizada 
 
As relações entre as propriedades mecânicas dos materiais e seu 
comportamento são descritas pelas equações constitutivas, cujos princípios são 
embasados no estudo da mecânica do contínuo. 
Quando se considera apenas tensões unidirecionais, o comportamento do 
material pode ser descrito pela lei de Hooke, conforme a equação (2.22). Esta 
equação é utilizada desenvolver as equações constitutivas para o caso tridimensional, 
ou como é conhecida, lei de Hooke generalizada. 
𝜎 = 𝐸𝜀        (2.22) 
 
A lei de Hooke generalizada é descrita pelo tensor de quarta ordem; para sólidos 
elásticos a formulação das equações constitutivas de um material ideal é estabelecida 
pela equação: 
𝜎௜௝ = 𝐶௜௝௞௟𝜀௞௟        i,j,k,l = 1,2,3          (2.23) 
 
Desta forma σij e ekl são tensores de segunda ordem possuindo 3²=9 elementos, 
sendo chamados tensor de tensão e tensor de deformação respectivamente. Já o 
tensor rigidez Cijkl é um tensor de quarta ordem e possui 34=81 elementos. 
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Figura 2-8: Representação da lei de Hooke, adaptado de Gay (2015). 
 
A princípio seriam necessários oitenta e um elementos para conhecer o 
comportamento elástico do material, porém algumas considerações podem ser 
realizadas para diminuir ou para simplificar o tensor. 
Existe uma simetria de tensões, e portanto a seguinte relação é válida σij=σji, 
desta forma os coeficientes do tensor de quarta ordem possuem a igualdade Cijkl=Cjikl, 
isto quer dizer que a matriz 3x6 da Figura 2-8 não é necessária. Também há simetria 
de deformações, ou seja, εkl= 𝜀lk, como consequência os coeficientes do tensor 
possuem a igualdade Cijkl=Cijlk, equivale a dizer que a matriz 6x3 da Figura 2-8 não é 
necessária. Considerando a simetria de tensões e a simetria de deformações 
descarta-se também a necessidade da matriz 3x3. Portanto, para descrever o 
comportamento do material somente é necessário a matriz 6x6 exposta na Figura 2-8, 
ou seja, são necessárias trinta e seis constantes elásticas.  
A matriz 6x6 é simétrica, o que é provado através da aplicação da teoria dos 
trabalhos virtuais, brevemente descrita a seguir: 
𝜎௜௝ =
𝜕𝑈
𝜕𝜀௜௝
⇒
𝜕𝜎௜௝
𝜕𝜀௞௟
=
𝜕ଶ𝑈
𝜕𝜀௞௟𝜕𝜀௜௝
⇒
𝜕𝜎௞௟
𝜕𝜀௜௝
=
𝜕ଶ𝑈
𝜕𝜀௜௝𝜕𝜀௞௟
 (2.24) 
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Como U é uma função contínua, a ordem de integração é indiferente, então: 
𝜕𝜎௜௝
𝜕𝜀௞௟
=
𝜕𝜎௞௟
𝜕𝜀௜௝
 (2.25) 
 
Da mesma forma: 
𝜀௜௝ =
𝜕𝑈
𝜕𝜎௜௝
⇒
𝜕𝜀௜௝
𝜕𝜎௞௟
=
𝜕ଶ𝑈
𝜕𝜎௞௟𝜕𝜎௜௝
⇒
𝜕𝑒௞௟
𝜕𝜎௜௝
=
𝜕ଶ𝑈
𝜕𝜎௜௝𝜕𝜎௞௟
 (2.26) 
 
Novamente a ordem de integração é indiferente, então: 
𝜕𝜀௜௝
𝜕𝜎௞௟
=
𝜕𝜀௞௟
𝜕𝜎௜௝
 (2.27) 
 
Por fim: 
𝜕𝜎௜௝
𝜕𝜀௞௟
= 𝐶௜௝௞௟ 𝑒 
𝜕𝜎௞௟
𝜕𝜀௜௝
= 𝐶௞௟௜௝ ⇒  𝐶௜௝௞௟ = 𝐶௞௟௜௝  (2.28) 
 
 A equação (2.28) mostra que a matriz rigidez é simétrica, sendo assim as 
constantes elásticas independentes do material são reduzidas de trinta e seis para 
vinte e uma. 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵଵ
𝜎ଶଶ
𝜎ଷଷ
𝜎ଶଷ
𝜎ଵଷ
𝜎ଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵଵଵ  
𝐶ଶଶଵଵ  
𝐶ଷଷଵଵ  
𝐶ଶଷଵଵ  
𝐶ଵଷଵଵ  
𝐶ଵଶଵଵ  
𝐶ଵଵଶଶ  
𝐶ଶଶଶଶ  
𝐶ଷଷଶଶ  
𝐶ଶଷଶଶ  
𝐶ଵଷଶଶ  
𝐶ଵଶଶଶ  
𝐶ଵଵଷଷ  
𝐶ଶଶଷଷ  
𝐶ଷଷଷଷ  
𝐶ଶଷଷଷ  
𝐶ଵଷଷଷ  
𝐶ଵଶଷଷ  
2𝐶ଵଵଶଷ  
2𝐶ଶଶଶଷ  
2𝐶ଷଷଶଷ  
2𝐶ଶଷଶଷ  
2𝐶ଵଷଶଷ  
2𝐶ଵଶଶଷ  
2𝐶ଵଵଵଷ  
2𝐶ଶଶଵଷ  
2𝐶ଷଷଵଷ  
2𝐶ଶଷଵଷ  
2𝐶ଵଷଵଷ  
2𝐶ଵଶଵଷ  
2𝐶ଵଵଵଶ
2𝐶ଶଶଵଶ
2𝐶ଷଷଵଶ
2𝐶ଶଷଵଶ
2𝐶ଵଷଵଶ
2𝐶ଵଶଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵଵ
𝜀ଶଶ
𝜀ଷଷ
𝜀ଶଷ
𝜀ଵଷ
𝜀ଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.29) 
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Na equação (2.29) observa-se o coeficiente dois em alguns termos, ele acontece 
devido à simetria do tensor deformação. Para contornar este inconveniente adota-se 
que 2𝜀ଶଷ = 𝛾ଶଷ, 2𝜀ଵଷ = 𝛾ଵଷ 𝑒 2𝜀ଵଶ = 𝛾12. É conveniente também adotar para as tensões 
de cisalhamento o símbolo τ. Utilizando-se a notação de Voigth : 
11→1;   
22→2;   
33→3;  
23 ou 32 →4;  
13 ou 31→5;  
12 ou 21→6;   
 
A equação (2.29) pode ser apresentada conforme a equação (2.30) : 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵ  
𝐶ଶଵ  
𝐶ଷଵ  
𝐶ସଵ  
𝐶ହଵ  
𝐶଺ଵ  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଶଶ  
𝐶ଷଶ  
𝐶ସଶ  
𝐶ହଶ  
𝐶଺ଶ  
𝐶ଵଷ  
𝐶ଶଷ  
𝐶ଷଷ  
𝐶ସଷ  
𝐶ହଷ  
𝐶଺ଷ  
𝐶ଵସ  
𝐶ଶସ  
𝐶ଷସ  
𝐶ସସ  
𝐶ହସ  
𝐶଺ସ  
𝐶ଵହ  
𝐶ଶହ  
𝐶ଷହ  
𝐶ସହ  
𝐶ହହ  
𝐶଺ହ  
𝐶ଵ଺
𝐶ଶ଺
𝐶ଷ଺
𝐶ସ଺
𝐶ହ଺
𝐶଺଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.30) 
 
Assim: 
𝐶௜௝ = 𝐶௝௜  𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑖𝑗 = 1,2,3,4,56 (2.31) 
 
Para o caso da deformação, a inversa da matriz rigidez é denominada matriz 
flexibilidade e é apresentada na equação (2.32) 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑆ଵଵ  
𝑆ଶଵ  
𝑆ଷଵ  
𝑆ସଵ  
𝑆ହଵ  
𝑆଺ଵ  
𝑆ଵଶ  
𝑆ଶଶ  
𝑆ଷଶ  
𝑆ସଶ  
𝑆ହଶ  
𝑆଺ଶ  
𝑆ଵଷ  
𝑆ଶଷ  
𝑆ଷଷ  
𝑆ସଷ  
𝑆ହଷ  
𝑆଺ଷ  
𝑆ଵସ  
𝑆ଶସ  
𝑆ଷସ  
𝑆ସସ  
𝑆ହସ  
𝑆଺ସ  
𝑆ଵହ  
𝑆ଶହ  
𝑆ଷହ  
𝑆ସହ  
𝑆ହହ  
𝑆଺ହ  
𝑆ଵ଺
𝑆ଶ଺
𝑆ଷ଺
𝑆ସ଺
𝑆ହ଺
𝑆଺଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.32) 
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As equações (2.30) e (2.32) são definidas equações constitutivas para materiais 
anisotrópicos, em outras palavras, quando não existem planos de simetria o 
comportamento mecânico do material é definido pelo tensor elástico com vinte e uma 
constantes elásticas. Para casos que existem planos de simetria reflexivas, as 
constantes elásticas podem ser reduzidas ainda mais. Os oito tipos de simetria 
existentes são apresentados na Figura 2-9.  
 
Figura 2-9: Tipos de simetria em materiais, adaptado de Chadwick et al (2001). 
 
A determinação dos coeficientes elásticos dos materiais para os casos de 
simetria apresentados na Figura 2-9 são problemas de mudança de base do tensor e 
pode ser realizada pela lei de transformação de bases encontrada detalhadamente 
em Lai, Krempl e Ruben (2010). Os principais casos aplicados em Engenharia e em 
compósitos serão apresentados resumidamente nos itens 2.1.5, 2.1.6, 2.1.7 e 0. Para 
detalhes do equacionamento ou para demais tipos de simetria recomenda-se 
Chadwick, Vianello e Cowin (2001), Reddy (2007) e Gay (2015). 
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2.1.5. Lei de Hooke para simetria em um plano 
 
Neste caso existe um plano de simetria de tal forma que a mudança de  base do 
tensor (e1, e2, e3) para (e’1, e’2, e’3) seria feita considerando: (e1= e’1), (e2= e’2) e (e3=-
e’3). Então o tensor de transformação de base T para tensões: 
𝑇 = ൥
1 0 0
0 1 0
0 0 −1
൩ (2.33) 
Na transformação ’4= 4 , ’5= 5, ’4=4 e ’5=5 então como consequência: 
 
Tabela 2: Igualdade Cij de materiais com 1 plano de simetria.  
C15= C’15=- C15 C14= C’14=- C14 C65= C’65=- C65 
C25= C’25=- C25 C24= C’24=- C24 C43= C’43=- C43 
C46= C’46=- C46 C35= C’35=- C35  
 
Por conta das igualdades os termos citados na Tabela 2 devem ser iguais a zero. 
Então as contantes elásticas independentes caem de vinte uma para treze e, portanto, 
a equação (2.30) resulta na equação (2.34). 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵ  
𝐶ଶଵ  
𝐶ଷଵ  
0  
0  
𝐶଺ଵ  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଶଶ  
𝐶ଷଶ  
0  
0  
𝐶଺ଶ  
𝐶ଵଷ  
𝐶ଶଷ  
𝐶ଷଷ  
0  
0  
𝐶଺ଷ  
0  
0  
0  
𝐶ସସ  
𝐶ହସ  
0  
0
0
0
𝐶ସହ  
𝐶ହହ  
0  
𝐶ଵ଺
𝐶ଶ଺
𝐶ଷ଺
0
0
𝐶଺଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.34) 
 
Analisando a equação (2.34) nota-se que materiais com um plano de simetria 
possuem acoplamento cisalhamento-extensão, em outras palavras, tensões normais 
produzem tensões de cisalhamento. 
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Entretanto, as constantes elásticas de materiais são mais fáceis de se obter pela 
matriz flexibilidade S definida como Sij=[Cij]-1. Além disto, os coeficientes de 
Engenharia como o Módulo de elasticidade E, Módulo de cisalhamento G, coeficientes 
de Poisson , coeficientes de influência mútua de primeiro tipo ij,k, coeficientes de 
influência mútua do segundo tipo i,kl e coeficentes de Chentsov  podem ser obtidos 
por ensaios de tração uniaxiais (Reddy, 2007). Então, em termos de coeficientes de 
Engenharia, a inversa da equação (2.34), ou matriz flexibilidade é dada por: 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
𝐸ଵൗ
−𝜐ଵଶ
𝐸ଵൗ
−𝜐ଵଷ
𝐸ଵൗ
0
0
𝜂ଵ଺
𝐸ଵൗ
−𝜐ଶଵ
𝐸ଶൗ
1
𝐸ଶൗ
−𝜐ଶଷ
𝐸ଶൗ
0
0
𝜂ଶ଺
𝐸ଶൗ
−𝜐ଷଵ
𝐸ଷൗ
−𝜐ଷଶ
𝐸ଷൗ
1
𝐸ଷൗ
0
0
𝜂ଷ଺
𝐸ଷൗ
0
0
0
1
𝐺ସൗ
ସହ
𝐺ସ
൘
0
0
0
0
ହଷ
𝐺ହ
൘
1
𝐺ହൗ
0
𝜂଺ଵ
𝐺଺ൗ
𝜂଺ଶ
𝐺଺ൗ
𝜂଺ଷ
𝐺଺ൗ
0
0
1
𝐺଺ൗ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.35) 
 
A equação (2.35) é válida para os casos de simetria que serão apresentadas a 
seguir, ortotrópica, isotrópica transversal e isotrópica. 
 
 
2.1.6. Lei de Hooke para simetria ortotrópica 
 
Para materiais ortotrópicos existem três planos de simetria de tal forma que a 
mudança de base (e1, e2, e3) para (e’1, e’2, e’3) é relacionada com os tensores de 
transformação: 
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𝑇ଵ = ൥
1 0 0
0 1 0
0 0 −1
൩, 𝑇ଶ = ൥
−1 0 0
0 1 0
0 0 1
൩  𝑒 𝑇ଷ = ൥
1 0 0
0 −1 0
0 0 1
൩  (2.36) 
 
Então, as igualdades apresentadas na Tabela 2 continuam válidas e ainda tem-
se: 
𝐶ଵ଺ = 𝐶ଶ଺ = 𝐶ଷ଺ = 𝐶ସହ = 0 (2.37) 
 
Portanto, as contantes elásticas independentes caem de vinte e uma para nove 
e a equação (2.30) resulta na equação (2.38). 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵ  
𝐶ଶଵ  
𝐶ଷଵ  
0  
0  
0  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଶଶ  
𝐶ଷଶ  
0  
0  
0  
𝐶ଵଷ  
𝐶ଶଷ  
𝐶ଷଷ  
0  
0  
0  
0  
0  
0  
𝐶ସସ  
0  
0  
0
0
0
0
𝐶ହହ  
0
0
0
0
0
0
𝐶଺଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.38) 
 
 
2.1.7. Lei de Hooke para simetria transversal 
 
Para materiais transversalmente isotrópicos existem infinitos planos de simetria 
em relação a um determinado eixo, de tal forma que a mudança de base (e1, e2, e3) 
para (e’1, e’2, e’3) é relacionada com os tensores de transformação: 
𝑇 = ൥
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑒𝑛𝜃
0 𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃
൩ (2.39) 
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Então, as igualdades apresentadas na Tabela 2 e na equação (2.37) continuam 
válidas e ainda tem-se: 
𝐶଺଺ =
1
2
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ) (2.40) 
𝐶ହହ = 𝐶ସସ (2.41) 
 
Portanto, as contantes elásticas independentes caem de vinte e uma para sete 
e a equação (2.30) resulta na equação (2.42). 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵ  
𝐶ଶଵ  
𝐶ଷଵ  
0  
0  
0  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଶଶ  
𝐶ଷଶ  
0  
0  
0  
𝐶ଵଷ  
𝐶ଶଷ  
𝐶ଷଷ  
0  
0  
0  
0  
0  
0  
𝐶ସସ  
0  
0  
0
0
0
0
𝐶ସସ  
0
0
0
0
0
0
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ) 2⁄ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.42) 
 
 
2.1.8. Lei de Hooke para materiais isotrópicos 
 
Para materiais isotrópicos existem infinitos planos de simetria e estes 
independem da direção adotada. Portanto, as igualdades apresentadas na Tabela 2 
são válidas, e ainda adiciona-se as seguintes igualdades às equações (2.37), (2.40) e 
(2.41) : 
𝐶ଵଵ = 𝐶ଶଶ = 𝐶ଷଷ (2.43) 
𝐶ଵଶ = 𝐶ଵଷ = 𝐶ଶଷ (2.44) 
𝐶ସସ = 𝐶ହହ = 𝐶଺଺ =
1
2
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ) (2.45) 
50 
 
 
 
Portanto, as contantes elásticas independentes caem de vinte e uma para duas 
e a equação (2.30) resulta na equação (2.46). 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜎ଷ
𝜏ସ
𝜏ହ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐶ଵଵ  
𝐶ଶଵ  
𝐶ଶଵ  
0  
0  
0  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଵଵ  
𝐶ଶଵ  
0  
0  
0  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଵଶ  
𝐶ଵଵ  
0  
0  
0  
0  
0  
0  
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ) 2⁄   
0  
0  
0
0
0
0
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ) 2⁄
0
0
0
0
0
0
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ) 2⁄ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.46) 
 
 
2.1.9. Matrizes de flexibilidades, matrizes de rigidez e matrizes 
reduzidas 
 
Quando consideram-se materiais carregados biaxialmente, ou seja, somente na 
direção 1 e 2 conforme Figura 2-10, a matriz rigidez da equação (2.30) e a matriz 
flexibilidade da equação (2.32), assim como todas as equações constitutivas de casos 
especiais (2.34), (2.35), (2.38), (2.42) e (2.46), tornam-se matrizes esparsas, uma vez 
que σ3=0, 4=0, 5=0  
 
Figura 2-10: Lâmina de compósito unidirecional, (Jones, 1999). 
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Apresentando um material ortotrópico em estado plano de tensão, com sua 
matriz flexibilidade Sij=[Cij]-1 (inversa da equação (2.38)) em ternos de coeficientes de 
Engenharia, tem-se a equação (2.47). 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝜀ଷ
𝛾ସ
𝛾ହ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 1 𝐸ଵൗ
−𝜐ଵଶ
𝐸ଵൗ
−𝜐ଵଷ
𝐸ଵൗ
0
0
0
−𝜐ଶଵ
𝐸ଶൗ
1
𝐸ଶൗ
−𝜐ଶଷ
𝐸ଶൗ
0
0
0
−𝜐ଷଵ
𝐸ଷൗ
−𝜐ଷଶ
𝐸ଷൗ
1
𝐸ଷൗ
0
0
0
0
0
0
1
𝐺ସൗ
0
0
0
0
0
0
1
𝐺ହൗ
0
0
0
0
0
0
1
𝐺଺ൗ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
0
0
0
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.47) 
 
A linha 3 da equação (2.47) leva à seguinte relação: 
𝜀ଷ =
−𝜐ଵଷ
𝐸ଵ
𝜎ଵ +
−𝜐ଶଷ
𝐸ଶ
𝜎ଶ (2.48) 
 
A equação (2.47) pode ser reduzida então para a matriz flexibilidade reduzida: 
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝛾଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1
𝐸ଵൗ
−𝜐ଶଵ
𝐸ଶൗ 0
−𝜐ଵଶ
𝐸ଵൗ
1
𝐸ଶൗ 0
0 0 1 𝐺଺ൗ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜏଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 (2.49) 
 
Ou a sua inversa, matriz rigidez reduzida: 
൦
𝜎ଵ
𝜎ଶ
𝜏଺
൪ = ቎
𝑄ଵଵ  
𝑄ଶଵ  
𝑄଺ଵ    
𝑄ଵଶ  
𝑄ଶଶ  
𝑄଺ଶ    
𝑄ଵ଺  
𝑄ଶ଺  
𝑄଺଺    
቏ ൦
𝜀ଵ
𝜀ଶ
𝛾଺
൪ (2.50) 
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Sendo: 
𝑄௜௝ = 𝐶௜௝ −
𝐶௜ଷ𝐶௝ଷ
𝐶ଷଷ
 (2.51) 
 
Tendo como base as propriedades elásticas: 
𝑄ଵଵ =
𝐸ଵ
1 − 𝜈ଵଶ𝜈ଶଵ
 (2.52) 
𝑄ଶଶ =
𝐸ଶ
1 − 𝜈ଵଶ𝜈ଶଵ
 (2.53) 
𝑄ଵଶ =
𝜈ଵଶ𝐸ଶ
1 − 𝜈ଵଶ𝜈ଶଵ
=
𝜈ଶଵ𝐸ଵ
1 − 𝜈ଵଶ𝜈ଶଵ
 
(2.54) 
𝑄଺଺ = 𝐺଺ (2.55) 
 
Em materiais compósitos de pequenas espessuras, quando considera-se que 
não há delaminação e efeito de borda, admitir que as tensões na direção 3 são nulas, 
conforme Figura 2-10, é uma consequência real e não uma mera suposição. A função 
das fibras é suportar as tensões; na direção 2 é possível realizar o empilhamento de 
outras camadas com orientação de fibra diferente de 0° de forma que a tensão seja 
suportada pelas fibras, por exemplo fibras com orientação a 90°, entretanto o 
empilhamento na direção 3 levaria a camadas ortogonais a 1 e a 2, o que seria 
inviável. Desta forma, considera-se que um laminado está sujeito apenas a tensões 
planas (Jones, 1999).  
 
 
  
53 
 
 
 
2.1.10. Constantes elásticas de primeira, segunda e terceira ordem 
 
Conforme a regra do produto da lei de transformação de tensores, o produto de 
dois componentes de um tensor qualquer será elemento de um tensor de mesma 
ordem que a quantidade de índices livres (Lai, Krempl and Ruben, 2010). Desta forma, 
o produto de dois tensores de segunda ordem ij e kl  é componente de um tensor de 
quarta ordem. 
Definindo então os seguintes tensores: 
𝐴௜௝௞௟ = 𝛿௜௝𝛿௞௟ (2.56) 
𝐵௜௝௞௟ = 𝛿௜௞𝛿௝௟  (2.57) 
𝐻௜௝௞௟ = 𝛿௜௟𝛿௝௞ (2.58) 
 
A matriz rigidez então pode ser escrita conforme: 
𝐶௜௝௞௟ = 𝜆𝐴௜௝௞௟ + 𝛼𝐵௜௝௞௟ + 𝛽𝐻௜௝௞௟ (2.59) 
 
Desta forma ,  e   são constantes. Utilizando a equação constitutiva (2.23) e 
admitindo que o material seja isotrópico: 
𝜎௜௝ = 𝐶௜௝௞௟𝜀௞௟ = 𝜆𝐴௜௝௞௟𝜀௞௟ + 𝛼𝐵௜௝௞௟𝜀௞௟ + 𝛽𝐻௜௝௞௟𝜀௞௟ (2.60) 
𝜎௜௝ = 𝐶௜௝௞௟𝜀௞௟ = 𝜆𝛿௜௝𝛿௞௟𝜀௞௟ + 𝛼𝛿௜௞𝛿௝௟𝜀௞௟ + 𝛽𝛿௜௟𝛿௝௞𝜀௞௟ (2.61) 
 
Então: 
𝜎௜௝ = 𝜆𝜀௞௞𝛿௜௝ + (𝛼 + 𝛽)𝜀௜௝ (2.62) 
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Definindo (𝛼 + 𝛽) = 2𝜇 
𝜎௜௝ = 𝜆𝜀௞௞𝛿௜௝ + 2𝜇𝜀௜௝ (2.63) 
 
As constantes  e  são denominadas constantes de Lamé ou constantes 
elástica de primeira ordem. As constantes elásticas de segunda ordem, módulo de 
elasticidade E, módulo de cisalhamento G e coeficiente de Poisson  podem ser 
obtidos em função das constantes de primeira ordem: 
𝐸 =
𝜇(3𝜆 + 2𝜇)
𝜆 + 2
 (2.64) 
𝐺 = 𝜇 = 𝜆 ൬
1 − 2𝜐
2𝜐
൰ (2.65) 
𝜐 =
𝜆
2(𝜆 + 𝜇)
 (2.66) 
 
Pela teoria da hiperelasticidade, o comportamento mecânico do material também 
é descrito pelo tensor de sexta ordem Cijklmn, que possui 729 componentes e seus 
componentes são as contates elásticas de terceira ordem. Para materiais isotrópicos 
o número de constantes elásticas independentes escritos pela notação de Voight são 
três: C123, C456 e C441 (Muir, 2009), as demais constantes de terceira ordem são 
combinação linear destas três constantes. As constantes elásticas de terceira ordem 
em relação as constantes de Murnaghan são relacionadas nas equações (2.67) até 
(2.72):  
𝐶ଵଵଵ = 𝐶ଶଶଶ = 𝐶ଷଷଷ = 2𝑙 + 𝑚 (2.67) 
𝐶ସସଵ = 𝐶ହହଶ = 𝐶଺଺ଷ = 𝑚 − 𝑛/2 (2.68) 
𝐶ଵଵଶ = 𝐶ଶଶଷ = 𝐶ଷଷଵ = 𝐶ଵଵଷ = 𝐶ଶଶଵ = 𝐶ଷଷଶ = 2𝑙 (2.69) 
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𝐶ହହଵ = 𝐶ସସଶ = 𝐶ସସଷ = 𝐶଺଺ଵ = 𝐶଺଺ଶ = 𝐶ହହଷ = 𝑚 (2.70) 
𝐶ଵଶଷ = 2𝑙 − 2𝑚 + 𝑛 (2.71) 
𝐶ସହ଺ = 𝑛/4 (2.72) 
 
 
2.1.11. Círculo de Mohr para tensão e deformação 
 
Quando é desejado transformar as componentes de tensão em um determinado 
sistema de coordenadas com orientações diferentes a inicial utiliza-se da 
transformação de tensão, ou círculo de Mohr. O círculo de Mohr pode ser aplicado 
tanto para estado triplo quanto duplo de tensão. Considerando que a hipótese adotada 
neste trabalho foi que as tensões fora do plano podem ser desconsideradas, o círculo 
de Mohr será apresentado somente para os casos de estado plano de tensão. 
Recordando, um ponto no estado geral de tensão está sujeito a seis 
componentes independentes de tensão normal e cisalhamento. Porém, quando no 
estado plano de tensão, o elemento estrutural está sujeito a apenas três componentes 
de tensão, conforme Figura 2-11. 
 
Figura 2-11: Estados de tensão (Hibbeler, 2010). 
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Considerando orientações ou referenciais diferentes do inicial tem-se as 
seguintes relações, apresentadas na Figura 2-12. 
 
Figura 2-12: Transformação de tensão (Hibbeler, 2010). 
 
Considerando as relações apresentadas na Figura 2-12, encontrando as 
componentes de área e tensão na nova referência, tem-se as equações (2.73) e 
(2.74). 
𝜎௫ᇱ =
𝜎௫ + 𝜎௬
2
+
𝜎௫ − 𝜎௬
2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝜏௫௬𝑠𝑒𝑛2𝜃 (2.73) 
𝜏௫ᇱ௬ᇱ = −
𝜎௫ − 𝜎௬
2
𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝜏௫௬𝑐𝑜𝑠2𝜃 (2.74) 
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As equações (2.73) e (2.74) podem ser reescritas na forma de equações de 
circunferência, o que é denominado equação de círculo de Mohr para o estado plano 
de tensão, conforme ilustra a Figura 2-13 e equação (2.81). 
 
Figura 2-13: Círculo de Mohr (Hibbeler, 2010). 
 
𝜎ଵ,ଶ =
𝜎௫ + 𝜎௬
2
± ඨቀ
𝜎௫ − 𝜎௬
2
ቁ
ଶ
+ 𝜏௫௬ଶ  (2.75) 
 
De forma similar, é possível realizar também as transformações de deformação: 
𝜀௫ᇱ =
𝜀௫ + 𝜀௬
2
+
𝜀௫ − 𝜀௬
2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 +
𝛾௫௬
2
𝑠𝑒𝑛2𝜃 (2.76) 
𝛾௫ᇱ௬ᇱ
2
= −
𝜀௫ − 𝜀௬
2
𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝛾௫௬𝑐𝑜𝑠2𝜃 (2.77) 
𝜀ଵ,ଶ =
𝜀௫ + 𝜀௬
2
± ඨቀ
𝜀௫ − 𝜀௬
2
ቁ
ଶ
+ ቀ
𝛾௫௬
2
ቁ
ଶ
 (2.78) 
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O estado tridimensional de tensão assim como detalhes da obtenção das 
equações (2.73) à (2.78), podem ser encontradas em Sadd (2009) e Hibbeler (2010). 
 
 
2.2. Materiais compósitos 
 
Segundo Gay (2015), materiais compósitos contêm fibras ou reforço que podem 
ser contínuas ou não contínuas e uma matriz. A função das fibras é suportar as cargas, 
já a matriz possui a função de manter a geometria e transmitir as cargas para as fibras 
ou reforços. Materiais compósitos geralmente são caracterizados por serem 
heterogêneos e anisotrópicos. Além disto são multifásicos, possuindo uma 
combinação das propriedades de cada uma das fases de tal forma que gerem 
propriedades resultantes mais adequadas (Callister, 2000). 
As fibras são filamentos extremamente fortes, geralmente possuem diâmetro 
entre 5 µm à 15 µm (Gay, 2015) e podem ser de vidro, aramida, carbono, boro, 
silicone-carbono, além de outras. Já as matrizes podem ser feitas de compostos 
poliméricos, minerais e metálicos. 
As propriedades mecânicas de um compósito são uma relação entre as 
propriedades das fibras, matriz e o processo de cura/fabricação da peça. A vantagem 
deste tipo de material é que se pode customizar a resistência em uma determinada 
direção e sua resistência à fadiga pode ser superior aos metais, dependendo do tipo 
de esforço e orientação das fibras. Além disto, a sua resistência à tração é comparada 
ao alumínio, sendo seu peso menor. 
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Figura 2-14: Fadiga entre o alumínio e compósito, adaptado de Gay (2015). 
 
 
2.2.1. Aplicações 
 
É no campo aeroespacial que a utilização de materiais compósitos mais tem 
crescido. Segundo Kassapoglou (2013), atualmente é possível encontrar aeronaves 
com mais de 50% dos componentes são fabricados com materiais compósitos. A 
aplicação de materiais aeronáuticos inicialmente era dedicada para fins militares; 
entretanto, devido à pesquisas intensas, a utilização para fins comerciais cresceu 
significativamente, conforme verificado na Figura 2-15 e Figura 2-16. 
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Figura 2-15: Evolução da utilização de compósitos em aeronaves, adaptado de Kassapoglou 
(2013). 
 
 
Figura 2-16: Aplicação de compósitos, adaptado de Gay (2015). 
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Materiais compósitos, além de elevado módulo específico, possuem excelente 
resistência a fadiga, resistência a corrosão e baixo peso. Segundo Gay (2015), 
atualmente os materiais compósitos são utilizados nas estruturas primárias, asas, 
aerolons, fuselagem, hélices, até mesmo em engrenagem e rotores. As imagens na 
Figura 2-17, Figura 2-18 e Figura 2-19 mostram alguns exemplos de componentes 
feitos de compósitos. 
 
Figura 2-17: Aplicação de compósitos aeronaves comerciais, adaptado de Mazumdar (2001).  
 
 
Figura 2-18: Aplicação de compósitos aeronaves militares, adaptado de Mazumdar (2001). 
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Figura 2-19: Aplicação de compósitos satélites, Adaptado de Mazumdar (2001). 
 
 
2.2.2. Processo de Fabricação  
 
As propriedades mecânicas de um material compósito são relacionadas com o 
reforço utilizado e sua orientação, assim como o processo de manufatura do 
componente. Em outras palavras, o processo de moldagem escolhido pode induzir a 
mais fração volumétrica de vazios ou dispersão da resina nas fibras deficientes.  
As matrizes poliméricas, em comparação com as matrizes cerâmica ou metálica, 
possuem um custo menor, além de possuírem maior tenacidade a fratura. Em relação 
ao custo total de um compósito, o processo de fabricação corresponde de 50% a 60%  
(Levy Neto and Pardini, 2016). Desta forma, este é um assunto que demanda atenção. 
Resumidamente, pode-se citar os seguintes processos de fabricação: 
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Moldagem manual (hand lay-up): A característica deste processo é o baixo 
investimento em equipamentos. O empilhamento das camadas do laminado é feito de 
forma manual em um molde. Geralmente, é um processo adequado quando as peças 
não têm finalidade estrutural e os compósitos assim fabricados possuem fração 
volumétrica de vazios de aproximadamente 15%, segundo Levy Neto e Pardini (2016). 
Este processo é ilustrado na Figura 2-20. 
 
Figura 2-20: Moldagem manual, Adaptado de Levy Neto e Pardini (2016). 
 
Moldagem por aspersão (Spray-up): Utilizado com fibra de vidro. Nesse 
processo, se realiza a aspersão de fibras de vidro curtas e resina. Conforme ilustra 
Figura 2-21. 
 
Figura 2-21: Moldagem por aspersão (Levy Neto and Pardini, 2016). 
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Moldagem a vácuo: Pode ser considerado uma melhoria do processo hand 
layup e spray-up. É um processo mais eficiente na retirada do excesso de resina, 
voláteis e bolhas. Com ele, obtém-se uma fração volumétrica de 50% e vazios 
inferiores a 5% (Levy Neto e Pardini, 2016). De forma simplificada o processo é 
apresentado na Figura 2-22. 
 
Figura 2-22: Moldagem a vácuo, adaptado de Levy Neto e Pardini (2016). 
 
Pré-impregnados: Nos processos anteriores, o controle de fração volumétrica 
de fibras, controle de vazios e a transferência de resina eram ineficientes quando a 
aplicação se destinava para componentes estruturais. Por isso, foram desenvolvidos 
os pré-impregnados, que são produtos compostos de fibras já impregnadas com um 
polímero em uma determinada fração volumétrica. Geralmente, o material é 
comercializado em forma de tecidos, enrolado em bobinas e protegido por películas. 
Este tecido formará uma única lâmina. O processo de pré-impregnados é ilustrado na 
Figura 2-23 e Figura 2-24. 
 
Figura 2-23: Fabricação de pré-impregnados termorrígidos (Levy Neto and Pardini, 2016). 
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Figura 2-24: Fabricação de pré-impregnados termoplásticos (Levy Neto and Pardini, 2016). 
 
Nos pré-impregnados a resina é parcialmente curada. A cura das resinas 
termorrígidas passa por três estágios: A: Estágio primitivo na reação de polimerização, 
no qual a resina ainda é solúvel em certos líquidos e é fusível; B: Estágio intermediário, 
quando a resina em contato com certos líquido dilata e amolece quando aquecida, 
mas não pode mais se fundir ou dissolver completamente (geralmente um pré-
impregnado encontra-se neste estágio); e C: Estágio final sendo o material  
praticamente insolúvel e infusível, ou seja, um material curado encontra-se neste 
estágio (NBR 13479, 1995).  Os estágios de cura em relação à temperatura são 
ilustrados na Figura 2-25. 
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Figura 2-25: Exemplo de Viscosidade x temperatura e estágios de cura Hexply®8552, adaptado 
de Shahkarami (2009). 
 
Moldagem em autoclave ou hidroclave: O pré-impregnado é empilhado e sua 
compactação é feita por meio de uma autoclave ou hidroclave. Este processo é 
adequado para estruturas aeronáuticas com dimensões de 10 m x 5 m (Levy Neto and 
Pardini, 2016). Após o empilhamento do material e a confecção da bolsa de vácuo, o 
laminado vai até uma autoclave e fica sujeito a temperatura, pressão e tempo 
conforme o ciclo de cura da resina utilizada. Um exemplo de autoclave e bolsa de 
vácuo é ilustrado na Figura 2-26, já a hidroclave na Figura 2-27 e, por fim, um exemplo 
de ciclo de cura é apresentado na Figura 2-28. 
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Figura 2-26: Autoclave e bolsa de vácuo (Levy Neto and Pardini, 2016). 
 
 
Figura 2-27: Hidroclave (Levy Neto and Pardini, 2016). 
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Figura 2-28: Ciclo de cura resina Hexply® 8552, dados do fabricante. 
 
Moldagem por compressão: É um processo que apresenta similaridade com a 
estampagem de peças metálicas. O projeto do molde deve possuir ângulos de saída 
e operações pós-prensagem podem ocorrer como desbaste e acabamento. A Figura 
2-29 exemplifica este processo. 
 
Figura 2-29: Moldagem por prensa (Levy Neto and Pardini, 2016). 
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Bobinagem contínua: Este processo é indicado para peças de revolução ou 
axissimétricas. Neste processo os filamentos impregnados com resina são bobinados 
em um mandril no formato da peça. A cura pode acontecer a temperatura ambiente. 
A Figura 2-30 ilustra este processo. 
 
Figura 2-30: Moldagem por bobinagem (Levy Neto and Pardini, 2016). 
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Pultrusão: É um processo contínuo e automatizado para obtenção de perfis com 
secção transversal contínua. A Figura 2-31 demostra este processo. 
 
Figura 2-31: Moldagem por pultrusão (Levy Neto and Pardini, 2016). 
 
Moldagem por transferência de resina (RTM, do Inglês Resin Transfer 
Molding): A transferência da resina neste processo acontece através de um vaso de 
injeção ligado a câmara do molde. Este processo pode ser utilizado para peças 
complexas. Resumidamente o processo é apresentado na Figura 2-32. 
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Figura 2-32: Moldagem RTM (Levy Neto and Pardini, 2016). 
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Processo de injeção: O polímero é transportado até um molde fechado onde é 
injetado, conforme apresentado na Figura 2-33. 
 
Figura 2-33: Moldagem por injeção (Levy Neto and Pardini, 2016). 
 
Existem ainda outros processos com o fiber e tape placement, nos quais um 
equipamento de controle numérico computacional fabrica a peça com extrema 
precisão quanto à orientação das fibras. 
Concluindo a apresentação dos processos de fabricações de materiais 
compósitos, cabe ressaltar que, dependendo da complexidade de uma peça ou 
propriedades que se deseja obter, pode ser necessário que o componente fabricado 
passe por diversos processos de fabricação e não apenas por um. 
 
 
2.2.3. Micromecânica 
 
Materiais compósitos por definição são anisotrópicos e heterogêneos. Assim, 
não possuem constantes elásticas da forma que é definida para os metais. Entretanto, 
quando o comprimento de onda é muito maior do que a espessura da lâmina e o 
diâmetro da fibra é possível considerar compósitos como meios homogêneos e 
anisotrópicos, sendo suas constantes elásticas a combinação entre as propriedades 
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das fibras, matriz e ordem de empilhamento do compósito (Rose, 2014). O cálculo das 
constantes elásticas combinadas de segunda ordem é realizado com a teórica 
clássica dos laminados, conforme detalhado em Jones (1999). 
Primeiramente utiliza-se a lei das misturas de compósitos para obtenção das 
constantes elásticas de uma lâmina composta por uma fibra/matriz. Considera-se que 
a espessura da camada é muito fina, permitindo que a contribuição elástica nessa 
direção seja desprezada. O índice m é relacionado à matriz, f à fibra, l significa no 
sentido longitudinal que acompanha as fibras e t transversal, que é perpendicular as 
fibras. Além disso, E é o modulo de elasticidade, G o módulo de cisalhamento e 𝜐 o 
coeficiente de Poisson. 
Para o cálculo das constantes elásticas de uma lâmina de material compósito 
considera-se primeiramente que fibra e matriz estão perfeitamente coladas, assume-
se também as premissas para lâmina, fibra e matriz apresentadas na Figura 2-34. 
 
Figura 2-34: Premissas lâmina, fibras e matriz.  
 
Para o cálculo do modulo de elasticidade longitudinal, considera-se que a fibra e 
a matriz possuem a mesma deformação no sentido longitudinal. Dessa forma, o 
comportamento do sistema fibra-matriz pode ser descrito como uma associação de 
molas em paralelo, conforme a seguir: 
Lâmina
• Inicialmente livre de 
tensão
• Linear elástica
• Homogênia 
macroscopica
• Ortotropica 
mascrocopica
Fibras
• Homogênias
• Linear elástica
• Isotrópica
• Espaçada 
regularmente
• Perfeitamente 
alinhada
• Perfeitamente colada
Matriz
• Homogênia
• Linear elástica
• Isotrópica
• Livre de vazios
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Figura 2-35: Carregamento fibra/matriz longitudinal, adaptado de Jones (1999).  
 
A relação das tensões das fibras e matriz pode ser descrita pelas equações: 
𝜎௟௙ = 𝐸௙𝜀ଵ (2.79) 
𝜎௟௠ = 𝐸௠𝜀ଵ (2.80) 
 
Como a tensão longitudinal total pode ser considerada o efeito da soma das 
tensões longitudinais da fibra com a tensão longitudinal da matriz proporcionalmente 
a suas frações volumétricas, tem-se: 
𝜎௟ ௙/௠ = 𝜎௟௠𝑉௠ + 𝜎௟௙𝑉௙ (2.81) 
 
Sendo: 
𝑉௠ =
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑑𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
 (2.82) 
𝑉௠ =
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑑𝑎 𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
 (2.83) 
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Substituindo as equações (2.79), (2.80) em (2.81) tem-se: 
𝐸௟ = 𝐸௠𝑉௠ + 𝐸௙𝑉௙   (2.84) 
 
Já para o cálculo do módulo de elasticidade transversal, considera-se que a 
deformação total é a soma das deformações da fibra com as deformações da matriz 
proporcionais às suas frações volumétricas, ou que a tensão da fibra e da matriz são 
iguais, conforme Figura 2-36. 
 
 
Figura 2-36: Carregamento fibra/matriz transversal, adaptado de Jones (1999). 
 
1
𝐸௧
𝜎௧ =
1
𝐸௠
𝜎௧𝑉௠ +
1
𝐸௙
𝜎௧𝑉௙ (2.85) 
 
Conclui-se então que: 
1
𝐸௧
=
1
𝐸௠
𝑉௠ +
1
𝐸௙
𝑉௙ (2.86) 
 
Para o coeficiente de Poisson adotando-se procedimento similar a obtenção do 
módulo de elasticidade longitudinal e transversal, e conforme Jones (1999), o 
coeficiente de Poisson pode der obtido através da relação: 
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𝜐௟௧ = 𝜐௠𝑉௠ + 𝜐௙𝑉௙ (2.87) 
 
Por fim, para o cálculo do módulo de cisalhamento assume-se que a deformação 
de cisalhamento da fibra é igual ao da matriz. Conforme percebe-se na Figura 2-37 
isto não pode ser verdade, entretanto esta aproximação razoável é adotada na 
literatura (Gürdal, Haftka and Hajela, 1999; Jones, 1999; Gay, 2015). 
 
 
Figura 2-37: Deformação de cisalhamento fibra/matriz (Gay, 2015). 
 
Assim, tem-se a relação:  
1
𝐺௟௧
=
𝑉௠
𝐺௠
+
𝑉௙
𝐺௙
 (2.88) 
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2.2.4. Macromecânica de uma lâmina 
 
A próxima etapa no modelamento matemático da teoria clássica dos laminados 
é a obtenção das constantes elásticas em qualquer direção, já que a solicitação em 
compósitos pode também se dar em direção outra que não a da fibra ou transversal a 
estas.  Conforme já discutido anteriormente, é perfeitamente plausível admitir que 
materiais compósitos laminados estão sujeito apenas ao estado plano de tensão, 
considerando que são as fibras que suportam as tensões, a direção 1 e 2 do compósito 
pode ser reforçado por lâminas orientadas nestas direções, porém na direção 3 não é 
possível este reforço (Figura 2-38). Dessa forma, considera-se σ3=0, 23=0 e 31=0. 
Assim, é mais conveniente trabalhar com a matriz rigidez e flexibilidade reduzidas.  
 
Figura 2-38: Lâmina de compósito unidirecional (Jones, 1999). 
 
A matriz rigidez reduzida de um material compósito é apresentada pela equação 
(2.89), o índice l significa no sentido longitudinal das fibras e o índice t no sentido 
transversal ao das fibras. 
൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ = ൦
𝑄ଵଵ 𝑄ଵଶ 0
𝑄ଶଵ 𝑄ଶଶ 0
0 0 𝑄଺଺
൪ ൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪ (2.89) 
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A matriz flexibilidade reduzida que descreve o estado plano de deformação é 
definida pela equação (2.90). 
൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪ = ൦
𝑆ଵଵ 𝑆ଵଶ 0
𝑆ଶଵ 𝑆ଶଶ 0
0 0 𝑆଺଺
൪ ൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ (2.90) 
 
As equações (2.89) e (2.90) escritas com coeficientes técnicos (propriedades 
elásticas), conforme Gürdal, Haftka e Hajela (1999), Jones (1999), Gay (2015), e Levy 
Neto e Pardini (2016) são: 
൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐸௟
(1 − 𝜐௟௧𝜐௧௟)
𝜐௧௟. 𝐸௟
(1 − 𝜐௟௧𝜐௧௟)
0
𝜐௟௧. 𝐸௧
(1 − 𝜐௟௧𝜐௧௟)
𝐸௧
(1 − 𝜐௟௧𝜐௧௟)
0
0 0 𝐺௟௧⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪ 
 
(2.91) 
൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪ = ൦
1/𝐸௟
−𝜐௟௧/𝐸௟
0
−𝜐௧௟/𝐸௧
1/𝐸௧
0
0
0
1/𝐺௟௧
    ൪ ൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ (2.92) 
 
Existem algumas simetrias que podem ser observadas em uma lâmina de 
material compósito. Sendo os sentidos 1, 2 e 3 conforme apresentado na Figura 2-39, 
e analisando a figura é percebido que os módulos de elasticidade E3 é igual ao E2, da 
mesma forma que 31 é igual a 21 e G13 é igual a G12, uma vez que em relação a fibra 
as direções 2 e 3 são sempre perpendiculares a direção 1. 
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Figura 2-39: Simetria da lâmina de compósito unidirecional. (Jones, 1999). 
 
Definidas as equações de estado plano de tensões e deformações no sentido 
longitudinal e transversal à orientação da fibra, é necessário determinar as 
deformações e tensões em um sistema qualquer (x,y,z) diferente do sistema (t,l,z), 
conforme Figura 2-40. 
 
Figura 2-40: Eixos de referências laminados.  
 
Seja o tensor de estado de tensão ou matriz flexibilidade definido por: 
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൦
1/𝐸௟
−𝜐௟௧/𝐸௟
0
   
−𝜐௧௟/𝐸௧
1/𝐸௧
0
      
0
0
1/𝐺௟௧
    ൪  (2.93) 
  
A transformação deste tensor que está no sistema de referência (l,t,z) para o 
sistema (x,y,z), conforme ilustra a Figura 2-40, se dá através da matriz de 
transferência de base, pela operação mostrada na relação descrita detalhadamente 
em Lai, Krempl e Ruben (2010) e Gay (2015) e apresentada na equação (2.94). 
 
൦
𝜀௫
𝜀௬
𝛾௫௬
൪ = [𝑇௧] ൦
1/𝐸௟
−𝜐௟௧/𝐸௟
0
−𝜐௧௟/𝐸௧
1/𝐸௧
0
0
0
1/𝐺௟௧
    ൪ [𝑇] ൦
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൪  (2.94) 
 
Nessa equação, [T] é dada por: 
 
[𝑇] = ൦
𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 −2𝑠𝑒𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 2𝑠𝑒𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑒𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑒𝑛. 𝑐𝑜𝑠 (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃)
൪ (2.95) 
 
Resolvendo a equação (2.94)  e rearranjado os termos obtém-se  a equação 
(2.96), conforme Gay (2015). 
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൦
𝜀௫
𝜀௬
𝛾௫௬
൪ = ൦
1/𝐸௫
−𝜐௫௬/𝐸௫
𝜂௫/𝐸௫
 
−𝜐௬௫/𝐸௬
1/𝐸௬
𝜇௬/𝐸௬
    
𝜂௫௬/𝐺௫௬
𝜇௫௬/𝐺௫௬
1/𝐺௫௬
    ൪ ൦
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൪  (2.96) 
 
Sendo:  
𝐸௫(𝜃) =
1
𝑐𝑜𝑠ସ𝜃
𝐸௟
+ 𝑠𝑒𝑛
ସ𝜃
𝐸௧
+ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ቀ 1𝐺௟௧
− 2 𝜐௧௟𝐸௧
ቁ
 (2.97) 
𝐸௬(𝜃) =
1
𝑠𝑒𝑛ସ𝜃
𝐸௟
+ 𝑐𝑜𝑠
ସ𝜃
𝐸௧
+ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ቀ 1𝐺௟௧
− 2 𝜐௧௟𝐸௧
ቁ
 (2.98) 
𝐺௫௬(𝜃) =
1
4𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ቀ 1𝐸௟
+ 1𝐸௧
+ 2 𝜐௧௟𝐸௧
ቁ + (𝑐𝑜𝑠
ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃)ଶ
𝐺௟௧
 (2.99) 
𝜐௬௫
𝐸௬
(𝜃) =
𝜐௧௟
𝐸௧
(𝑐𝑜𝑠ସ𝜃 + 𝑠𝑒𝑛ସ𝜃) − 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ൬
1
𝐸௟
+
1
𝐸௧
+
1
𝐺௟௧
൰ (2.100) 
𝜂௫௬
𝐺௫௬
(𝜃) = −2𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃 ቊ
𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
𝐸௟
−
𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
𝐸௧
+ (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃) ൬
𝜐௧௟
𝐸௧
−
1
2𝐺௟௧
൰ቋ (2.101) 
𝜇௫௬
𝐺௫௬
(𝜃) = −2𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃 
× ቊ
𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
𝐸௟
−
𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
𝐸௧
− (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃) ൬
𝜐௧௟
𝐸௧
−
1
2𝐺௟௧
൰ቋ 
(2.102) 
 
Para a matriz de rigidez, que é o inverso da matriz flexibilidade, a relação é 
descrita pela equação (2.103). 
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൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
జ೟೗.ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
0
జ೗೟.ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
0
0 0 𝐺௟௧⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪  (2.103) 
Aplicando-se novamente a lei de transformação de tensão da base (l,t,z) para a 
base (x,y,z) conforme Lai, Krempl e Ruben (2010) e Gay (2015): 
൥
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൩ = ቎
𝑄′ଵଵ  
𝑄′ଶଵ  
𝑄′଺ଵ    
𝑄′ଵଶ  
𝑄′ଶଶ  
𝑄′଺ଶ    
𝑄′ଵ଺  
𝑄′ଶ଺  
𝑄′଺଺    
቏ ൥
𝜀௫
𝜀௬
𝛾௫௬
൩  (2.104) 
Sendo: 
𝑄′ଵଵ(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠ସ𝜃. 𝐸ത௟ + 𝑠𝑒𝑛ସ𝜃. 𝐸ത௧ + 2𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃(𝜐௧௟𝐸ത௟ + 2𝐺௟௧)  (2.105) 
𝑄′ଶଶ(𝜃) = 𝑠𝑒𝑛ସ𝜃. 𝐸ത௟ + 𝑐𝑜𝑠ସ𝜃. 𝐸ത௧ + 2𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. (𝜐௧௟𝐸ത௟ + 2𝐺௟௧)  (2.106) 
𝑄′଺଺(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃(𝐸ത௟ + 𝐸ത௧ − 2𝜐௧௟𝐸ത௟) + (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃)ଶ𝐺௟௧ (2.107) 
𝑄′ଵଶ(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃(𝐸ത௟ + 𝐸ത௧ − 4𝜐௧௟𝐸ത௟) + (𝑐𝑜𝑠ସ𝜃 + 𝑠𝑒𝑛ସ𝜃)𝜐௧௟𝐸௟ (2.108) 
𝑄′ଵ଺(𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃൫𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝐸ത௟ − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝐸ത௧ − (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃)(𝜐௧௟𝐸ത௟ + 2𝐺௟௧)൯  (2.109) 
𝑄′ଶ଺(𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃൫𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝐸ത௟ − 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝐸ത௧ + (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃)(𝜐௧௟𝐸ത௟ + 2𝐺௟௧)൯  (2.110) 
𝐸ത௟ =
ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
  (2.111) 
𝐸ത௧ =
ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
  (2.112) 
 
É importante observar nas equações de (2.96) a (2.112) os termos não nulos 
relativos ao acoplamento normal-cisalhamento, que são denominados coeficientes de 
influência mútua. Estes acoplamentos citados significam que tensões normais 
provocam além de deformações normais, deformações de cisalhamento ou vice e 
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versa. No item 2.2.8 (Acoplamentos) e na Figura 2-45 serão discutidos estes e outros 
acoplamentos de materiais compósitos em detalhes. 
 
 
2.2.5. Efeito higrotermomecânico em uma lâmina 
 
De acordo com Jones (1999), a análise mecânica não é suficiente para 
laminados quando a temperatura de cura é diferente da temperatura de trabalho, 
como o caso de matriz polimérica termofixa, especialmente em fibra-epóxi, existe a 
susceptibilidade do material em relação a alteração de umidade e temperatura. Este 
efeito é denominado efeito higrotermomecânico sobre a tensão (Levy Neto and 
Pardini, 2016). A justificativa para este efeito é que os coeficientes de dilatação térmica 
apresentam valores diferentes para as fibras e matriz, de tal forma que o coeficiente 
térmico no sentido longitudinal chega a ser mais de três vezes menor que no sentido 
transversal (Gürdal, Haftka and Hajela, 1999). A  
Tabela 3 apresenta esses coeficientes para alguns materiais em duas direções, 
sendo o índice 1 indicando o sentido longitudinal as fibras e o índice 2 sentido 
perpendicular.  
 
Tabela 3: Propriedade térmica de compósitos laminados. Gürdal, Haftka e Hajela, 1999). 
Material 
α1/°C 
Longitudinal 
α2/°C 
Transversal 
Grafite/Epóxi 0,02x10-6 22,5x10-6 
Boro/Epóxi 6,1 x10-6 30,2 x10-6 
Vidro/Epóxi 8,6 x10-6 22,1 x10-6 
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Além disto, as resinas epóxi e poliéster, por absorverem umidade, sofrem 
dilatação; ao perderem sofrem contração.  
Para incluir o efeito higrotérmico nas equações (2.96) a (2.104), considera-se 
que a deformação total é composta de três efeitos sobrepostos: deformação 
mecânica, deformação térmica e deformação higroscópica, tal que: 
𝜀௧௢௧௔௟ = 𝜀௠ + 𝜀௧ + 𝜀௛ (2.113) 
 
Então, a matriz flexibilidade com as deformações higrotermomecânicas para um 
laminado no sentido longitudinal e transversal é apresentada na equação (2.114): 
൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪ = ൦
1/𝐸௟
−𝜐௟௧/𝐸௟
0
−𝜐௧௟/𝐸௧
1/𝐸௧
0
0
0
1/𝐺௟௧
    ൪ ൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ + ∆𝑇 ቎
𝛼௟
𝛼௧
0
቏ + ∆𝑐 ൦
𝛽௟
𝛽௧
0
൪ (2.114) 
 
Conforme Figura 2-40, realizando a mudança de base (l,t,z) para (x,y,z) e 
aplicando o tensor mudança de base [T] (2.95) de forma similar a obtenção da 
equação (2.96), tem-se: 
൦
𝜀௫
𝜀௬
𝛾௫௬
൪ = ൦
1/𝐸௫
−𝜐௫௬/𝐸௫
𝜂௫/𝐸௫
 
−𝜐௬௫/𝐸௬
1/𝐸௬
𝜇௬/𝐸௬
    
𝜂௫௬/𝐺௫௬
𝜇௫௬/𝐺௫௬
1/𝐺௫௬
    ൪ ൦
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൪ + ∆𝑇 ൦
𝛼௫
𝛼௬
𝛼௫௬
൪ + ∆𝑐 ൦
𝛽௫
𝛽௬
𝛽௫௬
൪ (2.115) 
 
As constantes elásticas do tensor 3x3 ainda são obtidas pelas equações (2.97) 
a (2.102) e os coeficientes térmicos e higroscópicos pelas equações (2.116) até 
(2.121): 
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𝛼௫ = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝛼௟ + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝛼௧ (2.116) 
𝛼௬ = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝛼௧ + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝛼௟ (2.117) 
𝛼௫௬ = 2. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃(𝛼௟ − 𝛼௧) (2.118) 
𝛽௫ = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝛽௟ + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝛽௧ (2.119) 
𝛽௬ = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝛽௧ + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝛽௟ (2.120) 
𝛽௫௬ = 2. 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃(𝛽௟ − 𝛽௧) (2.121) 
 
De forma similar a obtenção da matriz flexibilidade com as deformações 
higrotermomecânicas, a matriz rigidez fica: 
൦
𝜎௟
𝜎௧
𝜏௟௧
൪ =
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
జ೟೗.ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
0
జ೗೟.ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
0
0 0 𝐺௟௧⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
൦
𝜀௟
𝜀௧
𝛾௟௧
൪ − ∆𝑇
⎣
⎢
⎢
⎡
ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛼௟ +
జ೟೗.ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛼௧
జ೗೟.ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛼௟ +
ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛼௧
0 ⎦
⎥
⎥
⎤
−
∆𝑐
⎣
⎢
⎢
⎡
ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛽௟ +
జ೟೗.ா೗
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛽௧
జ೗೟.ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛽௟ +
ா೟
(ଵିజ೗೟జ೟೗)
𝛽௧
௧
0 ⎦
⎥
⎥
⎤
  
(2.122) 
 
Novamente, de acordo com Figura 2-40, realizando a mudança de base (l,t,z) 
para (x,y,z) e aplicando o tensor mudança de base, tem-se: 
൥
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൩ = ቎
𝑄′ଵଵ  
𝑄′ଶଵ  
𝑄′଺ଵ    
𝑄′ଵଶ  
𝑄′ଶଶ  
𝑄′଺ଶ    
𝑄′ଵ଺  
𝑄′ଶ଺  
𝑄′଺଺    
቏ ൥
𝜀௫
𝜀௬
𝛾௫௬
൩ − ∆𝑇 ቎
𝛼𝐸ଵതതതതത
𝛼𝐸ଶതതതതത
𝛼𝐸ଷതതതതത
቏ − ∆𝑐 ቎
𝛽𝐸ଵതതതതത
𝛽𝐸ଶതതതതത
𝛽𝐸ଷതതതതത
቏   (2.123) 
 
Sendo: 
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𝛼𝐸ଵതതതതത = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝐸ത௟(𝛼௟ + 𝜐௧௟𝛼௧) + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝐸ത௧(𝜐௟௧𝛼௟ + 𝛼௧)  (2.124) 
𝛼𝐸ଶതതതതത = 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝐸ത௟(𝛼௟ + 𝜐௧௟𝛼௧) + 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝐸ത௧(𝜐௟௧𝛼௟ + 𝛼௧) (2.125) 
𝛼𝐸ଷതതതതത = 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃. [𝐸ത௧(𝜐௟௧𝛼௟ + 𝛼௧) − 𝐸ത௟(𝛼௟ + 𝜐௧௟𝛼௧)]  (2.126) 
𝛽𝐸ଵതതതതത = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝐸ത௟(𝛽௟ + 𝜐௧௟𝛽௧) + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝐸ത௧(𝜐௟௧𝛽௟ + 𝛽௧)  (2.127) 
𝛽𝐸ଶതതതതത = 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃. 𝐸ത௟(𝛽௟ + 𝜐௧௟𝛽௧) + 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝐸ത௧(𝜐௟௧𝛽௟ + 𝛽௧) (2.128) 
𝛽𝐸ଷതതതതത = 𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃. [𝐸ത௧(𝜐௟௧𝛽௟ + 𝛽௧) − 𝐸ത௟(𝛽௟ + 𝜐௧௟𝛽௧)]  (2.129) 
 
 
2.2.6. Macromecânica de laminados ou placas finas 
 
Um material compósito não é composto de uma única lâmina e sim um conjunto 
de lâminas com orientações ordenadas, de tal forma que produzam uma determinada 
resistência naquela direção. Portanto, a próxima etapa é considerar um material 
composto por diversas lâminas, com orientações diferentes, tal que exista um plano 
médio de simetria. Em outras palavras, a sequência de empilhamento de um lado do 
plano médio é idêntica ao do outro lado. Para tal, considera-se o fluxo de força normal 
e o fluxo de cisalhamento, conforme Figura 2-41. 
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Figura 2-41: Carregamento de um laminado, adaptado de Gay (2015). 
 
Como cada camada contribui para o todo, tem-se que: 
𝑁௫ = න (𝜎௫ ∙ 1)𝑑𝑧
௛/ଶ
ି௛/ଶ
= ෍ (𝜎௫)௞. 𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.130) 
𝑁௬ = න ൫𝜎௬ ∙ 1൯𝑑𝑧
௛/ଶ
ି௛/ଶ
= ෍ ൫𝜎௬൯௞. 𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.131) 
𝑇௫௬ = න ൫𝜏௫௬ ∙ 1൯𝑑𝑧
௛/ଶ
ି௛/ଶ
= ෍ ൫𝜏௫௬൯௞. 𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.132) 
  
Assumindo que as diferentes camadas estão perfeitamente unidas, então pode-
se dizer que o deslocamento das camadas é igual. Assim, conforme Figura 2-41 tem-
se: 
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𝑁௫ = ෍ ൫𝑄′ଵଵ௞ 𝜀଴௫ + 𝑄′ଵଶ௞ 𝜀଴௬ + 𝑄′ଵ଺௞ 𝛾଴௫௬൯𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.133) 
𝑁௬ = ෍ ൫𝑄′ଶଵ௞ 𝜀଴௫ + 𝑄′ଶଶ௞ 𝜀଴௬ + 𝑄′ଶ଺௞ 𝛾଴௫ ൯𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.134) 
𝑇௫௬ = ෍ ൫𝑄′଺ଵ௞ 𝜀଴௫ + 𝑄′଺ଶ௞ 𝜀଴௬ + 𝑄′଺଺௞ 𝛾଴௫௬൯𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.135) 
 
Resultando em: 
𝑁௫ = 𝐴ଵଵ𝜀଴௫ + 𝐴ଵଶ𝜀଴௬ + 𝐴ଵ଺𝛾଴௫௬ (2.136) 
𝑁௬ = 𝐴ଶଵ𝜀଴௫ + 𝐴ଶଶ𝜀଴௬ + 𝐴ଶ଺𝛾଴௫௬ (2.137) 
𝑇௫௬ = 𝐴଺ଵ𝜀଴௫ + 𝐴଺ଶ𝜀଴௬ + 𝐴଺଺𝛾଴௫௬ (2.138) 
 
Na equação anterior, Aij é definido por: 
𝐴௜௝ = ෍ 𝑄′௜௝௞ 𝑒௞
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
= 𝐴௝௜ (2.139) 
 
Dado que ek é a espessura da camada k, o comportamento do material pode ser 
descrito pela equação (2.140) 
቎
𝑁௫
𝑁௬
𝑇௫௬
቏ = ቎
𝐴ଵଵ  
𝐴ଶଵ  
𝐴଺ଵ    
𝐴ଵଶ  
𝐴ଶଶ  
𝐴଺ଶ    
𝐴ଵ଺  
𝐴ଶ଺  
𝐴଺଺    
቏ ൥
𝜀଴௫
𝜀଴௬
𝛾଴௫௬
൩  (2.140) 
Ou em termos de tensão: 
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൥
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൩ = ଵ
௛
቎
𝐴ଵଵ  
𝐴ଶଵ  
𝐴଺ଵ    
𝐴ଵଶ  
𝐴ଶଶ  
𝐴଺ଶ    
𝐴ଵ଺  
𝐴ଶ଺  
𝐴଺଺    
቏ ൥
𝜀଴௫
𝜀଴௬
𝛾଴௫௬
൩  (2.141) 
 
Com a inversão da equação (2.141) e reescrevendo-a em coeficientes técnicos: 
൥
𝜀଴௫
𝜀଴௬
𝛾଴௫௬
൩  = ℎ[𝐴]ିଵ ൥
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൩ = ൦
1/𝐸௫
−𝜐௫௬/𝐸௫
𝜂௫/𝐸௫
 
−𝜐௬௫/𝐸௬
1/𝐸௬
𝜇௬/𝐸௬
    
𝜂௫௬/𝐺௫௬
𝜇௫௬/𝐺௫௬
1/𝐺௫௬
    ൪ ൥
𝜎௫
𝜎௬
𝜏௫௬
൩ (2.142) 
 
 
Para o caso de compósitos que possuem plano médio de simetria e que estão 
sujeitos a flexão, é necessário considerar a deformação fora do plano médio de 
simetria. Analisando-se as deformações da Figura 2-42 e fluxo de torção e flexão da 
Figura 2-43: 
 
Figura 2-42: Laminado flexionado e suas deformações, adaptado de Gay (2015). 
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𝜀௫ = 𝜀଴௫ − 𝑧
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
 (2.143) 
𝜀௬ = 𝜀଴௬ − 𝑧
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
 (2.144) 
𝛾௫௬ = 𝛾଴௫ − 2𝑧
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.145) 
 
Figura 2-43: Fluxo de torção e flexão de uma placa laminada, adaptado de Gay (2015). 
 
Tem-se: 
𝑀௬ = න (𝜎௫ ∙ 𝑧)𝑑𝑧
௛/ଶ
ି௛/ଶ
= ෍ ቊන ൫𝑄′ଵଵ௞ 𝜀௫ + 𝑄′ଵଶ௞ 𝜀௬ + 𝑄′ଵ଺௞ 𝛾௫௬൯𝑧𝑑𝑧
௭ೖ
௭ೖషభ
ቋ
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.146) 
−𝑀௫ = න ൫𝜎௬ ∙ 𝑧൯𝑑𝑧
௛/ଶ
ି௛/ଶ
= ෍ ቊන ൫𝑄′ଶଵ௞ 𝜀௫ + 𝑄′ଶଶ௞ 𝜀௬ + 𝑄′ଶ଺௞ 𝛾௫௬൯𝑧𝑑𝑧
௭ೖ
௭ೖషభ
ቋ
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.147) 
−𝑀௫௬ = න ൫𝜏௫௬ ∙ 𝑧൯𝑑𝑧
௛/ଶ
ି௛/ଶ
= ෍ ቊන ൫𝑄′଺ଵ௞ 𝜀௫ + 𝑄′଺ଶ௞ 𝜀௬ + 𝑄′଺଺௞ 𝛾௫௬൯𝑧𝑑𝑧
௭ೖ
௭ೖషభ
ቋ
௡° ௖௔௠௔ௗ௔
௞ୀଵ° ஼௔௠௔ௗ௔
 (2.148) 
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Substituindo (2.143) em (2.146), (2.144) em (2.147) e (2.145) em (2.148), e 
resolvendo as integrais e rearranjando os termos, tem-se: 
𝑀௬ = −𝐷ଵଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐷ଵଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐷ଵ଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.149) 
−𝑀௫ = −𝐷ଶଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐷ଶଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐷ଶ଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.150) 
−𝑀௫௬ = −𝐷଺ଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐷଺ଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐷଺଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.151) 
Com 
𝐷௜௝ = ෍൫𝑄′௜௝௞ ൯
(𝑧௞ଷ − 𝑧௞ିଵଷ )
3
௡° 
௞ୀଵ 
 (2.152) 
 
O caso mais geral ocorre quando não existe plano de simetria. Nesse caso, é 
preciso levar em conta que não existe simetria do módulo de elasticidade superior e o 
módulo de elasticidade inferior, conforme Figura 2-44.   
 
Figura 2-44: Laminado sem plano médio de simetria, adaptado de Gürdal, Haftka e Hajela 
(1999). 
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Considerando então o efeito da não existência do plano médio de simetria, o 
fluxo de força, torção, flexão pode ser definido pelas equações: 
𝑁௫ = 𝐴ଵଵ𝜀଴௫ + 𝐴ଵଶ𝜀଴௬ + 𝐴ଵ଺𝛾଴௫௬ − 𝐵ଵଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐵ଵଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐵ଵ଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.153) 
𝑁௬ = 𝐴ଶଵ𝜀଴௫ + 𝐴ଶଶ𝜀଴௬ + 𝐴ଶ଺𝛾଴௫௬ − 𝐵ଶଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐵ଶଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐵ଶ଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.154) 
𝑇௫௬ = 𝐴଺ଵ𝜀଴௫ + 𝐴଺ଶ𝜀଴௬ + 𝐴଺଺𝛾଴௫௬ − 𝐵଺ଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐵଺ଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐵଺଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.155) 
𝑀௬ = −𝐷ଵଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐷ଵଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐷ଵ଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐵ଵଵ𝜀଴௫ + 𝐵ଵଶ𝜀଴௬ + 𝐵ଵ଺𝛾଴௫௬ (2.156) 
−𝑀௫ = −𝐷ଶଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐷ଶଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐷ଶ଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐵ଶଵ𝜀଴௫ + 𝐵ଶଶ𝜀଴௬ + 𝐵ଶ଺𝛾଴௫௬ (2.157) 
−𝑀௫௬ = −𝐷଺ଵ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥ଶ
− 𝐷଺ଶ
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑦ଶ
− 𝐷଺଺2
𝜕ଶ𝑤଴
𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐵଺ଵ𝜀଴௫ + 𝐵଺ଶ𝜀଴௬ + 𝐵଺଺𝛾଴௫௬ (2.158) 
 
A partir das equações anteriores, é preciso considerar a matriz B. Os termos 
desta matriz são calculados pela equação (2.159), que descreve o acoplamento de 
normal-flexão, torção-flexão, cisalhamento-flexão. 
𝐵௜௝ = ෍൫𝑄′௜௝௞ ൯
(𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ )
2
௡° 
௞ୀଵ 
 (2.159) 
 
De forma mais geral, o comportamento do material compósito pode ser descrito 
pela matriz ABBD, apresentada na equação (2.160). 
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑁௑
𝑁௒
𝑇௑௒
𝑀௒
−𝑀௑
−𝑀௑௒⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐴ଵଵ
𝐴ଶଵ
𝐴଺ଵ
𝐵ଵଵ
𝐵ଶଵ
𝐵଺ଵ
 
𝐴ଵଶ
𝐴ଶଶ
𝐴଺ଶ
𝐵ଵଶ
𝐵ଶଶ
𝐵଺ଶ
 
𝐴ଵ଺
𝐴ଶ଺
𝐴଺଺
𝐵ଵ଺
𝐵ଶ଺
𝐵଺଺
 
𝐵ଵଵ
𝐵ଶଵ
𝐵଺ଵ
𝐷ଵଵ
𝐷ଶଵ
𝐷଺ଵ
 
𝐵ଵଶ
𝐵ଶଶ
𝐵଺ଶ
𝐷ଵଶ
𝐷ଶଶ
𝐷଺ଶ
 
𝐵ଵ଺
𝐵ଶ଺
𝐵଺଺
𝐷ଵ଺
𝐷ଶ଺
𝐷଺଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀଴௫
𝜀଴௬
𝛾଴௫௬
𝑘௫
𝑘௬
𝑘௫௬ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
  (2.160) 
𝑘௫ = −
𝜕ଶ𝑤௢
𝜕𝑥ଶ
 (2.161) 
𝑘௬ = −
𝜕ଶ𝑤௢
𝜕𝑦ଶ
 (2.162) 
𝑘௫௬ = −2
𝜕ଶ𝑤௢
𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.163) 
 
 
2.2.7. Efeito higrotérmico mecânico em laminados ou placas finas 
 
Novamente, as deformações mecânicas não são suficientes para descrever o 
comportamento de um compósito quando existe o efeito de variação de umidade e 
quando a temperatura de cura de resinas é muito diferente da temperatura de trabalho 
do material. Considerando o efeito higrotermomecânico para o caso mais genérico, 
quando não existe plano médio de simetria e o compósito está sujeito a flexão, é 
preciso reescrever a equação (2.160) para adicionar estes efeitos de carregamento 
higroscópico e térmico. Os resultados para o fluxo de força, torção e flexão são dados 
pela equação (2.164), cujos termos ainda não definidos estão representados nas 
equações (2.165) a (2.176). 
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑁௑
𝑁௒
𝑇௑௒
𝑀௒
−𝑀௑
−𝑀௑௒⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
   
𝐴ଵଵ
𝐴ଶଵ
𝐴଺ଵ
𝐵ଵଵ
𝐵ଶଵ
𝐵଺ଵ
 
𝐴ଵଶ
𝐴ଶଶ
𝐴଺ଶ
𝐵ଵଶ
𝐵ଶଶ
𝐵଺ଶ
 
𝐴ଵ଺
𝐴ଶ଺
𝐴଺଺
𝐵ଵ଺
𝐵ଶ଺
𝐵଺଺
 
𝐵ଵଵ
𝐵ଶଵ
𝐵଺ଵ
𝐷ଵଵ
𝐷ଶଵ
𝐷଺ଵ
𝐵ଵଶ
𝐵ଶଶ
𝐵଺ଶ
𝐷ଵଶ
𝐷ଶଶ
𝐷଺ଶ
 
𝐵ଵ଺
𝐵ଶ଺
𝐵଺଺
𝐷ଵ଺
𝐷ଶ଺
𝐷଺଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜀଴௫
𝜀଴௬
𝛾଴௫
𝑘௫
𝑘௬
𝑘௫௬ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
− 𝛥𝑇
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝛼𝐸ℎ௫
തതതതതതത
𝛼𝐸ℎ௬തതതതതതത
𝛼𝐸ℎ௫௬തതതതതതതത
𝛼𝐸ℎଶ௫തതതതതതതതത
𝛼𝐸ℎଶ௬തതതതതതതതത
𝛼𝐸ℎଶ௫௬തതതതതതതതതത⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
− 𝛥𝑐
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝛽𝐸ℎ௫
തതതതതതത
𝛽𝐸ℎ௬തതതതതതത
𝛽𝐸ℎ௫௬തതതതതതതത
𝛽𝐸ℎଶ௫തതതതതതതതത
𝛽𝐸ℎଶ௬തതതതതതതതത
𝛽𝐸ℎଶ௫௬തതതതതതതതതത⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
   (2.164) 
𝛼𝐸ℎ௫തതതതതതത = ෍ 𝛼𝐸ଵതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
. 𝑒௞ (2.165) 
𝛼𝐸ℎ௬തതതതതതത = ෍ 𝛼𝐸ଶതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
. 𝑒௞ (2.166) 
𝛼𝐸ℎ௫௬തതതതതതതത = ෍ 𝛼𝐸ଷതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
. 𝑒௞ (2.167) 
𝛼𝐸ℎଶ௫തതതതതതതതത = ෍ 𝛼𝐸ଵതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
.
൫𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ ൯
2
    (2.168) 
𝛼𝐸ℎଶ௬തതതതതതതതത = ෍ 𝛼𝐸ଶതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
.
൫𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ ൯
2
 
(2.169) 
𝛼𝐸ℎଶ௫௬തതതതതതതതതത = ෍ 𝛼𝐸ଷതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
.
൫𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ ൯
2
 
(2.170) 
𝛽𝐸ℎ௫തതതതതതത = ෍ 𝛽𝐸ଵതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
. 𝑒௞ 
(2.171) 
𝛽𝐸ℎ௬തതതതതതത = ෍ 𝛽𝐸ଶതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
. 𝑒௞ 
(2.172) 
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𝛽𝐸ℎ௫௬തതതതതതതതത = ෍ 𝛽𝐸ଷതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
. 𝑒௞ 
(2.173) 
𝛽𝐸ℎଶ௫തതതതതതതതത = ෍ 𝛽𝐸ଵതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
.
൫𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ ൯
2
    
(2.174) 
𝛽𝐸ℎଶ௬തതതതതതതതത = ෍ 𝛽𝐸ଶതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
.
൫𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ ൯
2
 
(2.175) 
𝛽𝐸ℎଶ௫௬തതതതതതതതതത = ෍ 𝛽𝐸ଷതതതതത
௞
௡° 
௞ୀଵ 
.
൫𝑧௞ଶ − 𝑧௞ିଵଶ ൯
2
 
(2.176) 
 
 
2.2.8. Acoplamentos 
 
Os termos da matriz ABBD nas equações (2.160) e (2.164) são responsáveis 
pelo acoplamento das solicitações. Basicamente, há cinco tipos de acoplamentos 
entre os esforços 
-Acoplamento Normal-Cisalhamento: os termos A16 e A26 são os responsáveis por 
este tipo de acoplamento. Eles mostram que um esforço de extensão no material 
provoca cisalhamento ou deformação angular.  
-Acoplamento Extensão-Flexão: os temos B11, B12 e B22 são os termos deste 
acoplamento. Assim, esforços de extensão geram flexão no material. 
-Acoplamento Extensão-Torção: Neste tipo de acoplamento os esforços de 
extensão geram torção na placa do material. Os termos B16 e B26 são os componentes 
que influenciam neste processo. 
-Acoplamento Cisalhamento-Flexão: O termo B66 é o que causa este tipo de 
acoplamento. Assim, os esforços de cisalhamento geram torção na forma da placa. 
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-Acoplamento Torção-Flexão: Quanto os termos D16 e D26 estão presentes, os 
esforços de torção geram flexão na placa de laminado. 
Estes acoplamentos são ilustrados na Figura 2-45. 
 
 
Figura 2-45: Acoplamentos e seus coeficientes na matriz ABBD, adaptado de Vaftsycae (2018). 
 
Nem sempre os acoplamentos são desejáveis em uma estrutura, já que as 
deformações não ocorrem exclusivamente no sentido das solicitações. Por isso, os 
projetistas buscam eliminar ou ao menos minimizar estes efeitos quando estão 
dimensionando um compósito. Isto pode ser obtido empregando algumas regras de 
dimensionamento: 
- Laminados Balanceados. São balanceados quando um material possui pares de 
camadas com mesmas propriedades e mesma espessura em relação ao plano médio, 
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mas com orientações diferentes tais que: θa=-θb, ou camadas cruzadas como 0°/90° 
ou 45°/-45°. Neste caso acontece que A16=A26=0. 
- Laminados Simétricos. O material possui um plano médio de simetria. Por conta 
disto, os termos em B se anulam, Bij=0. 
- Laminados Antissimétricos. Para cada camada com orientação θ existe outra 
camada do outro lado do plano de simetria tal que sua orientação é -θ. Isso leva a 
D16=D26=0. 
Assim, no projeto de laminados busca-se anular os termos Bij, A16, A26 e 
minimizar ou anular os termos D16, D26. 
 
 
2.2.9. Temperatura de operação de materiais compósitos 
 
A estrutura de uma aeronave quando em operação pode estar sujeita a fadiga 
térmica. Conforme descrito em Gay (2015), o ciclo térmico pode variar de 50°C a            
-30°C, conforme Figura 2-46: 
 
Figura 2-46: Ciclo térmico de compósitos aeronáuticos, adaptado de Gay (2015). 
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Quando se considera um laminado unidirecional livre de flexão, o cálculo das 
tensões térmicas dos valores extremos apresentados na Figura 2-46 (50°C e -30°C) 
pode ser feito pelas equações (2.115) e (2.125). Os coeficientes de dilatação térmica 
são extraídos da Tabela 3 e considera-se que o laminado não sofre esforço mecânico. 
A Figura 2-47 e a Figura 2-48 que representam as tensões térmicas em relação à 
orientação das fibras. 
 
Figura 2-47: Tensão Termomecânica de compósitos unidirecionais a 50°C.  
 
Te
ns
ão
(M
Pa
)
99 
 
 
 
 
Figura 2-48: Tensão Termomecânica de compósitos unidirecionais a -30°C.  
 
As tensões térmicas podem chegar a valores extremos de -21 MPa (50°C) e           
-39 MPa (-30°C), conforme apresentado na Figura 2-47 e Figura 2-48. 
 
 
2.3. Ondas Ultrassônicas 
 
Ondas são perturbações se propagando em um meio, que pode ser o ar, a água 
ou um sólido. As ondas que se propagam em meios sólidos não são visíveis e nem 
audíveis, entretanto são de grande importância em aplicações de Engenharia, 
sobretudo em ensaios não destrutivos e caracterização de materiais (Liu and Xi, 
2001).  As ondas acústicas, são classificadas quanto a suas frequências, conforme 
ilustra Figura 2-49. 
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Figura 2-49: Classificação de ondas sonoras, adaptado Fraga (2007). 
 
Ondas que se propagam no regime elástico de um material, ou seja, quando as 
ondas cessam as deformações desaparecem, são denominadas ondas elásticas. A 
maioria dos materiais são plásticos acima de uma determinada tensão; um material é 
elástico quando sua tensão está abaixo do limite de escoamento. 
De acordo com Santos e Bray (2002), ondas ultrassônicas permitem a 
investigação tanto da superfície quando do interior de um material. A variedade de 
tipos de ondas e as frequências possíveis permitem uma gama de aplicações quase 
que ilimitada. Inicialmente, o ultrassom era utilizado para detecção de defeitos e 
caracterização, porém, com o desenvolvimento das técnicas de medição da 
velocidade e atenuação da onda surgiram métodos para a determinação das 
constantes elásticas, textura, tamanho do grão, tensões, dentre outras características. 
As ondas de corpo podem ser longitudinais, transversal horizontal e transversal 
vertical, sendo conhecidas como P-wave, SH-wave, SV-wave respectivamente. 
Conforme Figura 2-50, adotando o sentido de propagação da onda na direção X, as 
partículas de uma P-wave possuem movimento oscilatório na direção de X, já a SH-
wave na direção de Y e a SV-wave na direção Z. 
 
Figura 2-50: Movimentos das partículas de ondas de corpo.  
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Um outro tipo de onda é a superficial, que se propaga na superfície do material, 
dispersando-se quando penetra no corpo. Possui velocidade inferior às ondas de 
corpo. Como exemplo, pode-se citar as ondas de Rayleigh e ondas de Love. 
 
 
2.3.1. Ondas Longitudinais 
 
As ondas longitudinais são o tipo de onda que possui maior velocidade. Nesta, 
o sentido de propagação é o mesmo que o movimento da partícula, realizando 
movimentos oscilatórios de tração e compressão, conforme Figura 2-51. 
 
Figura 2-51: Ondas Longitudinais, adaptado de Bolt (2018). 
 
 
2.3.2. Ondas Transversais 
 
As ondas transversais também podem ser chamadas de ondas de cisalhamento. 
Nestas, o sentido de propagação é perpendicular ao movimento da partícula. Em um 
sistema de coordenadas x, y e z, assumindo que a onda se propaga na direção x, são 
102 
 
 
 
dois os tipos de ondas transversais, horizontais ou verticais. São ondas mais lentas 
que as longitudinais, conforme Figura 2-52. 
 
Figura 2-52: Ondas Transversais, adaptado de Bolt (2018). 
 
 
2.3.3. Ondas de Rayleigh 
 
Ondas de Rayleigh são ondas superficiais, como dito.  Neste tipo de onda o 
movimento das partículas é elíptico e sua amplitude vai diminuindo quando se 
aprofunda no sólido; pode-se dizer que é a combinação de uma onda longitudinal com 
uma transversal, conforme Figura 2-53. 
 
Figura 2-53: Ondas de Rayleigh, adaptado de Bolt (2018). 
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2.3.4. Ondas Love 
 
As ondas de Love são ondas cisalhantes para as quais o sentido de propagação 
é perpendicular ao movimento da partícula. Sua amplitude é reduzida quando se 
aprofunda no sólido, conforme Figura 2-54. 
 
Figura 2-54: Ondas de Love, adaptado de Bolt (2018). 
 
 
2.3.5. Ondas Lamb 
 
Ondas Lamb, ou ondas Rayleigh-Lamb, acontecem quando a espessura e 
comprimento de onda são de mesma ordem de grandeza. Desta forma, existe 
interação entre a superfície superior e inferior e as ondas, conforme Figura 2-55. 
 
104 
 
 
 
 
Figura 2-55: Onda Lamb, adaptado de Alleman, Pelt e Groves (2014). 
 
Existem dois tipos de onda Lamb, a simétrica e assimétrica, detalhas na Figura 
2-56. 
 
Figura 2-56: Representação da onda lamb simétrica e assimétrica, adaptado de Marks et al. 
(2016). 
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2.3.6. Ondas Longitudinais Criticamente Refratadas 
 
Ondas longitudinais criticamente refratadas (Lcr) são obtidas após a utilização de 
meios para refratar ondas longitudinais paralelamente a superfície e logo abaixo da 
mesma (Santos and Bray, 2000). Estas ondas são criadas através de transdutores 
acoplados em cunhas de emissão e recepção, formando uma sonda (“probe”). Essas 
cunhas possuem inclinação em relação a horizontal igual ao primeiro ângulo crítico, 
conforme ilustra a Figura 2-57. 
As ondas longitudinais são as mais sensíveis a variação de tensão (Egle and 
Bray, 1976), entretanto, nem sempre é possível o acesso à lateral do material. As 
ondas criticamente refratadas possibilitam a geração de ondas longitudinais desde 
que se tenha acesso a pelo menos uma superfície do material. Por este motivo, as 
ondas Lcr têm se tornado uma opção viável para novos métodos de inspeção. 
 
 
Figura 2-57: Probe para obtenção de ondas Lcr, adaptado de Pereira Jr (2011). 
 
A profundidade que a onda longitudinal criticamente refrata em aços é 
relacionada com o comprimento de onda.  Geralmente a profundidade está entre um 
e dois comprimentos de onda (Pei and Bond, 2015). 
 
106 
 
 
 
2.3.7. Outras Classificações de ondas ultrassônicas 
 
As ondas ultrassônicas, ao passarem de um meio para outro, podem produzir 
outros tipos de onda.  A existência de ondas superficiais, sub-superficiais, de corpo e 
retorno são reconhecidas pela maioria dos autores, mas a sua nomenclatura ainda 
não é unanimidade. A Figura 2-58 ilustra alguns destes outros tipos de ondas. 
 
Figura 2-58: Outros tipos de ondas ultrassônicas (Fraga, 2007). 
 
 
2.3.8. Conceitos de propagação de onda 
 
A equação que governa a propagação de onda pode ser deduzida através da 
aplicação da segunda lei de Newton. Dada a Figura 2-59, onde uma onda se propaga 
em um elemento delgado (corda), sendo u o deslocamento do elemento, F uma tensão 
aplicada, q uma carga externa aplicada por unidade de comprimento, ds sendo o 
comprimento do arco e ρ densidade por unidade de comprimento. 
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Figura 2-59: Elemento submetido a uma carga q(x,t) por unidade de comprimento (Rose, 2014). 
 
Aplicando a segunda lei de Newton na direção de u: 
 
−𝐹𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝐹 ൬𝜃 +
𝜕𝜃
𝜕𝑥
𝑑𝑥൰ + 𝑞𝑑𝑠 = 𝜌. 𝑑𝑠. ?̈? (2.177) 
 
Assumindo que há somente pequenas deformações (dx=ds, senθ=θ e θ=∂θ/∂x) 
 
−𝐹𝜃 + 𝐹 ൬𝜃 +
𝜕𝜃
𝜕𝑥
𝑑𝑥൰ + 𝑞𝑑𝑥 = 𝜌. 𝑑𝑥. ?̈? (2.178) 
 
Resultando-se em: 
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𝐹
𝜕ଶ𝑢
𝜕𝑥ଶ
+ 𝑞 = 𝜌?̈? (2.179) 
 
Se q=0, esta é uma equação diferencial de segunda ordem homogenia.  Sua 
solução para quando não há forças externas é: 
𝑢௫௫ =
ଵ
௏బమ
           com              𝑉଴ = ඥ𝐹/𝜌మ  (2.180) 
 
Segundo Rose (2014) a velocidade da fase da onda também pode ser 
representada por: 
𝑘 =
2𝜋
𝜆
=
𝜔
𝑉௙
 (2.181) 
 
Considerando que ω=2πf 
 
𝑉𝑒௙ = 𝜆ᇱ𝑓 (2.182) 
 
A equação (2.182) relaciona a velocidade de fase Vf com o comprimento de onda 
λ’ e a frequência f. Ela é válida quando o meio não é dispersivo. Em meios dispersivos, 
como no caso de materiais compósitos, é preciso considerar a velocidade de grupo. 
A propagação em meios dispersivos e não dispersivos é ilustrada na Figura 2-60. 
. 
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(a) Não dispersivo (b) Dispersivo 
Figura 2-60: Onda propagando-se em meios não dispersivos (a) e meios dispersivos (b), 
adaptado (Rose, 2014). 
 
A velocidade de grupo é a velocidade de um conjunto de ondas com frequências 
similares. Este grupo de ondas também representa o fluxo de energia. Em meios não 
dispersivos a velocidade de grupo possui a mesma velocidade da velocidade da fase, 
mas em meios não dispersivos isto não acontece. A Figura 2-61 ilustra este fenômeno.  
 
Figura 2-61: Velocidade de fase e Velocidade de Grupo, adaptado de Institute of Sound and 
Vibrations (2018) 
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A Figura 2-61 deve ser interpretada como a velocidade de grupo e velocidade de 
onda se propagando da esquerda para direita, o ponto em azul indica a amplitude de 
um grupo de ondas de frequências similares, já os pontos vermelhos são as 
amplitudes de uma única onda. Analisando a figura são observadas 6 possibilidades 
de relação entre velocidade de fase e velocidade de grupo: 
 Velocidade de Fase = Velocidade de Grupo: é observado que o conjunto das 
ondas se propaga com a mesma velocidade que uma única onda. 
 Velocidade de Fase > Velocidade de Grupo: é notado que uma onda (vermelho) 
se propaga mais rapidamente que o conjunto de ondas (azul) com a mesma 
frequência 
 Velocidade de Grupo = 0: O conjunto de ondas permanece estacionário (azul), 
enquanto que uma onda se propaga até ser totalmente dispersada (vermelho). 
 Velocidade de Fase = -Velocidade de Grupo: Este é um caso anômalo, onde o 
conjunto de ondas (azul) se propaga em direção contrária a uma única onda 
(vermelho) 
 Velocidade de Fase < Velocidade de Grupo: É o caso onde o fluxo de energia 
(azul) se propaga mais rapidamente que uma onda (azul) 
 Velocidade de Fase = 0: a onda permanece estacionária (vermelho) enquanto 
que o conjunto de ondas se propaga (azul). 
 
Em meios dispersivos, ou anisotrópicos como é o caso de materiais compósitos, 
a propagação da onda ao interagir ora com fibra ora com resina causa que a 
velocidade de grupo seja diferente da velocidade de fase. Este fenômeno ainda é 
relacionado com qual angulação a frente de onda está em relação a orientação da 
fibra, causando menos dispersão quando está no mesmo sentido e mais dispersão 
quando está perpendicular. Desta forma a frente da onda não é circular em relação a 
um ponto de propagação, portanto velocidade de grupo não está na mesma direção 
da velocidade de fase. 
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2.3.9. Lei de Snell e Ângulos Críticos 
 
De acordo com Rose (2014), quando uma onda ultrassônica  atinge um corpo 
parte da sua energia é refletida com o mesmo ângulo de incidência e o restante da 
energia é transformada e refratada em ondas longitudinais e ondas transversais. 
Assim, acontecem três fenômenos: reflexão, conversão de modo e refração. A Figura 
2-62 exemplifica como ocorre a conversão de modo, isto quer dizer, quando uma força 
provoca uma perturbação em um meio, as forças normais geram as ondas 
longitudinais e as forças cisalhantes dão origem a ondas transversais.  
 
Figura 2-62: Conversão dos tipos de onda.  
 
Já quando um onda se propagando em um meio, encontra outro meio ou atinge 
uma interface entre dois meios a energia é dividida em quatro partes, onda refletida 
longitudinal, onda refletida transversal, onda refratada longitudinal e onda refratada 
transversal, conforme apresentado na Figura 2-63. 
 
Figura 2-63: Refração, reflexão e conversão de ondas.  
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A refração é o fenômeno de mudança do comprimento de onda  ou velocidade 
quando a onda passa de um meio 1 para um meio 2. Este fenômeno é ilustrado na 
Figura 2-64. 
 
Figura 2-64: Refração, reflexão e conversão de ondas, adaptado de Institute of Sound and 
Vibrations (2018). 
 
Existe uma relação entre o ângulo de incidência, transversal refletida, 
longitudinal refletida, transversal refratada, longitudinal refratada, que é a conhecida 
como lei de Snell, que relaciona a velocidade da onda no meio em que se propaga 
com os ângulos de propagação, conforme mostrado na equação (2.183). 
 
𝑠𝑒𝑛𝜃௜
𝑉௜
=
𝑠𝑒𝑛𝜃௧௥
𝑉௧௥
=
𝑠𝑒𝑛𝜃௟௥
𝑉௟௥
=
𝑠𝑒𝑛𝜃௧௧
𝑉௧௧
=
𝑠𝑒𝑛𝜃௟௧
𝑉௟௧
 (2.183) 
 
Ângulo crítico é definido como o ângulo de incidência tal que o ângulo da onda 
refratada ou transmitida seja de 90°, ou seja, propaga-se paralelamente à superfície. 
Existem dois ângulos críticos, o primeiro é quando a onda longitudinal se propaga 
paralelamente à superfície, já o segundo é quando a onda transversal se propaga 
paralelamente à superfície. Nota-se que a onda Lcr deixa de existir no meio 2 quando 
o valor do ângulo de incidência é acima do valor do primeiro ângulo crítico.  
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Considerando-se a equação (2.183) e aplicando a definição de ângulos críticos, tem-
se: 
𝜃ଵ°௖௥ = 𝑠𝑒𝑛ିଵ
௏೔
௏೗೟
  (2.184) 
𝜃ଶ°௖௥ = 𝑠𝑒𝑛ିଵ
௏೔
௏೟೟
   (2.185) 
 
Uma consequência da lei de Snell é que, para existir o primeiro ângulo crítico a 
velocidade da onda do meio 1 deve ser menor que a velocidade no meio 2.  Esta 
conclusão pode ser observada a partir da equação (2.184), pois não existe senθ>1.  
 
 
2.3.10. Equação de Christoffel 
 
A equação de Christoffel para meios anisotrópicos e o tensor acústico de 
Christoffel relaciona os três modos de onda (longitudinal, cisalhamento vertical e 
cisalhamento horizontal) com as constantes elástica do material. Conforme Rose 
(2014), essa pode ser representada pela  equação (2.186).  
 
|Γ௜௠ − 𝜌𝑉ଶ𝛿௜௠| = 0    (2.186) 
 
A equação (2.186) pode também ser apresentada na forma matricial: 
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ቮ
(λଵଵ − ρ𝑉ଵଵଶ ) λଵଶ λଵଷ
λଶଵ (λଶଶ − ρ𝑉ଶଶଶ ) λଶଷ
λଷଵ λଷଶ (λଷଷ − ρ𝑉ଷଷଶ )
ቮ = 0  (2.187) 
Sendo: 
𝜆௜௠ = Γ௜௠ = 𝐶௜௞௟௠𝑛௞𝑛௟  (2.188) 
Existe uma relação entre a equação e tensor acústico de Christoffel e a 
acustoelasticidade que será explicada no item 2.4. 
 
 
2.4. Acustoelasticidade 
 
A teoria da acustoelasticidade estabelece a relação entre a velocidade da onda 
ultrassônica e a tensão aplicada em materiais, ou qualquer outra propriedade elástica. 
Os primeiros trabalhos sobre os assunto surgiram com Hughes e Kelly (1953), que 
aplicaram a teoria de Murnaghan para deformações finitas com termos de terceira 
ordem na equação de energia. Posteriormente, Benson e Raelson (1959) observaram 
e calcularam as tensões em um material através de ondas transversais polarizadas. 
Desde então muitos pesquisadores propuseram equações que relacionaram 
constantes elásticas, tensões e velocidade da onda, como por exemplo Toupin e 
Bernstein (1961), que relacionaram a energia com a teoria da elasticidade, e Thurston 
e Brugger (1964), que propuseram uma relação entre as constantes elásticas de 
segunda e terceira ordem com a velocidade de onda ultrassônica e a tensão em um 
meio. A equação de onda ultrassônica em um material pré-deformado em um meio 
ortotrópico pode também ser calculada através de equacionamento proposto por Pao 
e Gamer (1985). 
Para o estudo do efeito acustoelástico são necessárias algumas noções de 
mecânica do contínuo. O deslocamento de um corpo pode ser expresso em três 
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sistemas de coordenadas ou configurações. O primeiro são as coordenadas naturais 
que é quando o corpo é livre de tensão (1, 2, 3), o segundo é o inicial, que é quando 
o corpo está sujeito a uma tensão estática (X1, X2, X3) e o terceiro é o estado final, no 
qual o corpo está submetido a uma tensão dinâmica (x1, x2, x3). As configurações 
naturais, iniciais e finais, assim como seus respectivos vetores deslocamentos são 
apresentados na Figura 2-65. 
 
Figura 2-65: Configurações naturais, iniciais e finais, (Pao and Gamer, 1985). 
 
Segundo Pao e Gamer (1985), uma onda acústica em um material pré-
deformado em suas coordenadas naturais pode ser expressa pela equação (2.189), 
tal que ρ0 é a massa especifica no material livre de tensões externas,  Aαβγδ  é um 
tensor função das constantes elásticas e tensões estáticas iniciais. 
𝐴ఈఉఊఋ
డమ௨ം
డ௔ഁడ௔ഃ
= 𝜌଴?̈?ఈ  (2.189) 
 
Sendo 
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𝐴ఈఉఊఋ = 𝐶ఈఉఊఋ + 𝐶ఈఉఒఋ
𝜕𝑢ఊ௜
𝜕𝑎ఒ
+ 𝐶ఒఉఊఋ
𝜕𝑢ఈ௜
𝜕𝑎ఒ
+ 𝐶ఈఉఊఋఌ఍
1
2
ቆ
𝜕𝑢ఌ௜
𝜕𝑎఍
+
𝜕𝑢఍௜
𝜕𝑎ఌ
ቇ + 𝑇ఉఋ
௜ 𝛿ఈఊ (2.190) 
 
Com Cαβγδ, Cαβλδ, Cλβγδ, Cαβγδεζ sendo as constantes elásticas do material, u o 
deslocamento e Tβδ a tensão estática do material. 
Similarmente para as coordenadas iniciais: 
𝐵ூ௃௄௅
డమ௨಼
డ௑಻డ௑ಽ
= 𝜌଴?̈?ூ  (2.191) 
Tal que: 
𝐵ூ௃௄௅ = 𝐶ூ௃௄௅ + 𝐶ெ௃௄௅
𝜕𝑢ூ௜
𝜕𝑋ெ
+ 𝐶ூெ௄௅
𝜕𝑢௃௜
𝜕𝑋ெ
+ 𝐶ூ௃ெ௅
𝜕𝑢௄௜
𝜕𝑋ெ
+ 𝐶ூ௃௄ெ
𝜕𝑢௅௜
𝜕𝑋ெ
+ 𝐶ூ௃௄௅ெே𝑒ெே௜ + 𝑡௝௟௜ 𝛿௜௞ 
(2.192) 
 
A solução das equações diferenciais de ondas senoidais nas coordenadas 
naturais e iniciais são, respectivamente: 
𝑢ఊ = 𝑈ఊ𝑒𝑥𝑝[𝑖𝐾(𝑛ఒ𝛼ఒ − 𝑉𝑡)] (2.193) 
𝑢௞ = 𝑈௞𝑒𝑥𝑝[𝑖𝐾ഥ(𝑛ெ𝑋ெ − 𝑉𝑡)] (2.194) 
 
Considerando um sólido hiperelástico, homogêneo com tensões no regime 
elástico, com tensões estáticas, e substituindo as equações (2.193) e (2.194) nas 
equações (2.189) e (2.191), chega-se a:  
ห𝐴ఈఉఊఋ𝑛ఉ𝑛ఋ − 𝜌଴𝑉ଶ𝛿ఈఊห = 0 (2.195) 
ห𝐵ூ௃௄௅𝑛௃𝑛௅ − 𝜌଴𝑉ଶ𝛿௜௞ห = 0 (2.196) 
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As equações (2.195) e (2.196) são na verdade as equações de Christoffel para 
coordenadas naturais e iniciais. Calculando o determinante e considerando que o 
meio é isotrópico, ou seja, há somente duas constantes elásticas de segunda ordem 
e três de terceira ordem, tem-se em coordenadas naturais as equações de velocidade: 
𝜌ቀ𝑉ଵ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଵଵ + (3𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଶ + 4𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଶ + 𝐶ଵଵଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଶ + 𝐶ଵଵଶ)𝑒ଷଷ  (2.197) 
𝜌ቀ𝑉ଵ
(ଶ)ቁ
ଶ
=
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ)
2
+ (𝐶ଵଵ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଵ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଶ + 𝐶଺଺ଷ)𝑒ଷଷ (2.198) 
𝜌ቀ𝑉ଵ
(ଷ)ቁ
ଶ
=
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ)
2
+ (𝐶ଵଵ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଶ + 𝐶଺଺ଷ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଵ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଷଷ (2.199) 
 
Observa-se que existem dois índices associados ao termo da velocidade, tal que 
V() significa onda se propagando na direção  e direção de polarização . Para o 
caso de coordenadas iniciais: 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଵଵ + (5𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଶ + 4𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଶ + 𝐶ଵଵଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଶ + 𝐶ଵଵଶ)𝑒ଷଷ  (2.200) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଶ)ቁ
ଶ
=
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ)
2
+ (2𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଵ + 𝐶଺଺ଷ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଶ + 𝐶଺଺ଷ)𝑒ଷଷ (2.201) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଷ)ቁ
ଶ
=
(𝐶ଵଵ − 𝐶ଵଶ)
2
+ (2𝐶ଵଵ − 𝐶12 + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଶ + 𝐶଺଺ଷ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଵ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଷଷ (2.202) 
 
Conforme Hughes e Kelly (1953) as equações (2.200), (2.201) e (2.202) em 
termos das constantes de Lamé e Murnaghan ficam: 
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𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝜆 + 2𝜇 + (𝜆 + 2𝑙)𝜃 + (4𝜆 + 10𝜇 + 4𝑚)𝑒ଵଵ (2.203) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝜇 + (𝜆 + 𝑚)𝜃 + (4𝜇)𝑒ଵଵ + (2𝜇)𝑒ଶଶ −
1
2
(𝑛)𝑒ଷଷ (2.204) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝜇 + (𝜆 + 𝑚)𝜃 + (4𝜇)𝑒ଵଵ + (2𝜇)𝑒ଷଷ −
1
2
(𝑛)𝑒ଶଶ (2.205) 
 
Para meios ortotrópicos, as constantes elásticas de segunda ordem são nove e 
constantes elásticas de terceira ordem são vinte, a solução da equação de Christoffel 
em coordenadas naturais: 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଵଵ + (2𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଵଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଵଶ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଵଵ௜   (2.206) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝐶଺଺ + (𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶଺଺ + 𝐶଺଺ଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶଺଺ଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଵଵ௜   (2.207) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝐶ହହ + (𝐶ହହଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ହହଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ହହ + 𝐶ହହଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଵଵ௜   (2.208) 
𝜌 ቀ𝑉ଶ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶଺଺ + (2𝐶଺଺ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶଺଺ଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶଺଺ଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଶଶ௜   (2.209) 
𝜌 ቀ𝑉ଶ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଶଶ + (𝐶ଶଶଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶ଶଶ + 𝐶ଶଶଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଶଶଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଶଶ௜   (2.210) 
𝜌 ቀ𝑉ଶ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝐶ସସ + (𝐶ସସଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ସସଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ସସ + 𝐶ସସଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଶଶ௜   (2.211) 
𝜌 ቀ𝑉ଷ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶ହହ + (2𝐶ହହ + 𝐶ହହଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ହହଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ହହଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଷଷ௜   (2.212) 
𝜌 ቀ𝑉ଷ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝐶ସସ + (𝐶ସସଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶ସସ + 𝐶ସସଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ସସଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଷଷ௜   (2.213) 
𝜌 ቀ𝑉ଷ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଷଷ + (𝐶ଷଷଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଷଷଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ଷଷ + 𝐶ଷଷଷ)𝑒ଷଷ + 𝑡ଷଷ௜   (2.214) 
 
Em coordenadas iniciais, as equações de propagação de onda: 
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𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଵଵ + (4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଵଵଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଵଵଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଵଵ  (2.215) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝐶଺଺ + (2𝐶଺଺ + 𝐶ଵଵଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶଺଺ + 𝐶଺଺ଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶଺଺ଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଵଵ  (2.216) 
𝜌 ቀ𝑉ଵ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝐶ହହ + (2𝐶ହହ + 𝐶ହହଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ହହଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ହହ + 𝐶ହହଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଵଵ  (2.217) 
𝜌 ቀ𝑉ଶ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶଺଺ + (2𝐶଺଺ + 𝐶଺଺ଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶଺଺ + 𝐶଺଺ଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶଺଺ଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଶଶ  (2.218) 
𝜌 ቀ𝑉ଶ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଶଶ + (𝐶ଶଶଵ)𝑒ଵଵ + (4𝐶ଶଶ + 𝐶ଶଶଶ)𝑒ଶଶ + (𝐶ଶଶଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଶଶ  (2.219) 
𝜌 ቀ𝑉ଶ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝐶ସସ + (𝐶ସସଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶ସସ + 𝐶ସସଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ସସ + 𝐶ସସଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଶଶ  (2.220) 
𝜌 ቀ𝑉ଷ
(ଵ)ቁ
ଶ
= 𝐶ହହ + (2𝐶ହହ + 𝐶ହହଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ହହଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ହହ + 𝐶ହହଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଷଷ  (2.221) 
𝜌 ቀ𝑉ଷ
(ଶ)ቁ
ଶ
= 𝐶ସସ + (𝐶ସସଵ)𝑒ଵଵ + (2𝐶ସସ + 𝐶ସସଶ)𝑒ଶଶ + (2𝐶ସସ + 𝐶ସସଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଷଷ  (2.222) 
𝜌 ቀ𝑉ଷ
(ଷ)ቁ
ଶ
= 𝐶ଷଷ + (𝐶ଷଷଵ)𝑒ଵଵ + (𝐶ଷଷଶ)𝑒ଶଶ + (4𝐶ଷଷ + 𝐶ଷଷଷ)𝑒ଷଷ + 𝜎ଷଷ  (2.223) 
 
Quando se calcula a variação relativa da velocidade pela deformação, obtém-se 
as constantes acustoelásticas, definidas pela equação (2.224) 
ௗ௏೔
ೕ ௏೔
ೕൗ
ௗఌ
= 𝐿௜௝௞         sendo k o sentido da aplicação da tensão (2.224) 
 
As variações de velocidade das ondas longitudinais se mostram 
experimentalmente mais sensíveis a aplicação de tensão no sentido de propagação 
da onda para metais, como já dito (Egle and Bray, 1976), o que também pode ser 
considerado para compósitos. Portanto, aplicando-se a equação (2.224) para ondas 
longitudinais com tensão na direção 1: 
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𝑑𝑉ଵଵ 𝑉ଵଵ⁄
𝑑𝜀ଵ
= 𝐿ଵଵଵ  (2.225) 
 
Para o caso da onda longitudinal com tensões na direção 2: 
𝑑𝑉ଵଵ 𝑉ଵଵ⁄
𝑑𝜀ଶ
= 𝐿ଵଵଶ  (2.226) 
 
Através das constantes acustoelásticas é possível calcular a variação de tensão 
com a velocidade ou templo de propagação de onda. Para o caso em que a tensão é 
aplicada na direção 1 e a onda longitudinal se propaga na direção 1: 
∆𝜎ଵ =
𝐸ଵ
𝐿ଵଵଵ
(𝑉 − 𝑉଴)
𝑉଴
 (2.227) 
 
Quando a tensão é aplicada na direção 2 e a onda longitudinal se propaga na 
direção 1, uma relação semelhante é válida, expressa na equação (2.228). 
∆𝜎ଶ =
𝐸ଶ
𝐿ଵଵଶ
(𝑉 − 𝑉଴)
𝑉଴
 (2.228) 
 
Para o caso do estado plano de tensão, conforme Abbasi e Ozevin (2016), utiliza-
se a equação (2.229): 
(𝑉 − 𝑉଴)
𝑉଴
=
𝐿ଵଵଵ
𝐸ଵ
𝜎ଵ +
𝐿ଵଵଶ
𝐸ଶ
𝜎ଶ (2.229) 
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Entretanto, a tensão mecânica não é o único fator que influencia na velocidade 
da onda. Dentre os diversos fatores, pode-se citar a tensão residual, a temperatura, a 
textura em metais, a não uniformidade em compósitos, além de outros (Egle and Bray, 
1976; Bray and Stanley, 1996). Sendo assim, é preciso expandir o tempo de percurso 
da onda para incluir estes fatores: 
𝑡 = 𝑡௥௘௙௘௥௘௡௖௜௔ + Δ𝑡௧௘௠௣௘௥௔௧௨௥௔ + Δ𝑡௧௘௫௧௨௥௔ + Δ𝑡௥௘௦௜ௗ௨௔௟ + Δ𝑡௧௘௡௦ã௢ ௔௣௟௜௖௔ௗ௔ (2.230) 
𝑡଴ = 𝑡௥௘௙௘௥௘௡௖௜௔ + 𝛥𝑡௧௘௫௧௨௥௔ + 𝛥𝑡௥௘௦௜ௗ௨௔௟ (2.231) 
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3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
 O Capítulo 3 é dedicado a apresentação de trabalhos relevantes sobre 
propagação de onda, constantes elásticas. O capitulo começa com a apresentação 
cronológica e bases iniciais que permitiram o estudo da acustoelasticidade e é 
concluído com trabalhos atuais. 
As bases da acustoelasticidade moderna foram estabelecidas por Murnaghan 
(1937) que desenvolveu a teoria para a deformação finita de sólidos, para a qual foram 
utilizados termos de terceira ordem da equação de energia para estabelecer a relação 
para o cálculo da tensão através da energia de deformação e das constantes de 
Murnaghan l, m e n.  Em seguida,  Hughes e Kelly (1953) utilizaram a teoria de 
Murnaghan e suas constantes em conjunto com as constantes de Lamé  e  para 
calcular a velocidade de ondas em sólidos sujeito a tensões. 
Desde então, diversas pesquisas foram realizadas sobre o assunto e este 
capítulo tem por finalidade apresentar os principais trabalhos que relacionam a 
velocidade da onda com as constantes elásticas e tensões.    
Bergman e Shahbender (1958) verificaram as mudanças na velocidade da onda 
ultrassônica se propagando transversalmente a aplicação de tensão em ligas de 
alumínio. Para as ondas longitudinais concluíram que o módulo de elasticidade e a 
alteração da densidade eram as responsáveis pela variação da velocidade da onda e 
não a tensão. Já para as ondas transversais a variação da densidade e módulo de 
elasticidade não eram suficientes para explicar totalmente a alteração na velocidade 
da onda; portanto a variação era relacionada com a tensão aplicada. 
Benson e Raelson (1959) descreveram uma técnica para determinar a tensão 
em um material isotrópico utilizando ondas acústicas polarizadas transversalmente, 
verificando que existe uma diferença na velocidade da onda que se propaga 
transversalmente a tensão e a que se propaga na direção da tensão.  
Toupin e Bernstein (1961) desenvolveram equacionamento para a propagação 
de ondas planas de pequenas amplitudes para meios perfeitamente elásticos e 
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inicialmente deformados. Perceberam que o efeito acustoelástico poderia ser utilizado 
para determinar as constantes elásticas de terceira ordem. 
Thurston e Brugger (1964)  propuseram uma nova relação entre as constantes 
elásticas de segunda (Lamé) e terceira ordem e a tensão com a velocidade de 
propagação de ondas de pequenas amplitudes. Em cristais isotrópicos cúbicos 
aplicaram uma tensão e mediram velocidade da onda ultrassónica, tanto a tensão 
quanto a propagação da onda eram perpendiculares a face do cristal, este 
modelamento permitiu a simplificação, e desta forma os autores propuseram uma 
nova equação. Os resultados desta nova equação foram consistentes com a literatura 
como Toupin e Bernstein (1961). 
Sachse e Pao (1978) elaboram uma nova técnica para determinar a dispersão 
de ondas em meios dispersivos, medindo a velocidade da fase e de grupo em 
compósitos de fibra de carbono/epóxi. A técnica proposta utiliza análise de pulso 
através das transformadas de Fourier, que é mais simples e rápida se comparada com 
a técnica de avaliação contínua da onda. No trabalho foi demonstrado que a 
velocidade de fase não possui a mesma direção de propagação que a velocidade de 
grupo. 
Okada (1980) propôs uma nova equação para a medição de tensão em materiais 
ortotrópicos com a utilização da birrefringência de ondas ultrassônicas. A anisotropia 
da amostra de uma liga de alumínio foi gerada pela laminação. As medições foram 
realizadas rotacionando-se o transdutor que estava sobre a amostra. Os resultados 
experimentais validaram a equação e sugeriu-se que ela poderia ser utilizada em 
outros materiais ortotrópicos. 
Johnson e Mase (1984) calcularam a velocidade da onda ultrassônica em 
materiais transversalmente isotrópicos submetidos a um estado plano de tensão, 
aplicando a teoria da acustoelasticidade. O corpo de prova utilizado foi de liga de 
alumínio e as medições foram feitas pela birrefringência e ângulo de polarização das 
ondas cisalhantes. Apresentaram um modelo genérico, mostrando que os modelos 
anteriores são casos particulares deste. Também foram questionadas as premissas 
destes modelos mais restritos.  
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Pao e Gamer (1985) desenvolveram equações de cálculo da velocidade de onda 
em relação às constantes elásticas de segunda e terceira ordem e da tensão aplicada 
em materiais ortotrópicos, utilizando as coordenadas iniciais e naturais. Seus cálculos 
foram baseados nos gradientes de tensão e deformação. Ao se utilizarem da lei da 
birrefringência foi possível determinar a tensão residual absoluta em materiais 
ortotrópicos pré-deformados homogeneamente. 
Pao (1987) revisou a teoria da acustoelasticidade e teoria da acustoplasticidade 
expandindo a equação da acustoelasticidade proposta por Pao e Gamer (1985) com 
a finalidade de incluir a deformação plástica na equação de velocidade de onda. 
Mase, Wong e Johnson (1989) trabalharam com a acustoelasticidade em 
materiais compósitos de fibras carbono e KEVLAR e matriz epóxi,  utilizando ondas 
cisalhantes a 5 MHz e longitudinais de 10 MHz e 30 MHZ. Os laminados foram 
estudados a 0°, 90°, (±15/±45°) e (+15/±45°/-15°) com tensões aplicadas a 0°, com 
diversas espessuras. Eles compararam os seus resultados com simulações por 
elementos finitos. Concluíram que existem constantes elásticas de terceira ordem 
interferindo na não linearidade, e que também existe interferência da ordem de 
empilhamento das camadas dos compósitos. 
Pilarski e Rose (1989) utilizaram ondas longitudinais criticamente refratadas para 
determinar as constantes elásticas do material compósito unidirecional e a 0°/90° e 
verificarem defeitos subsuperficiais. O material ensaiado foi carbono/epóxi. 
Observaram que existe uma diferença da velocidade da fase com a velocidade de 
grupo, especialmente quando as fibras estão a 30° e 60°, porém demostraram que é 
possível determinar as constantes elásticas do material por ondas Lcr. 
Chu e Rokhlin (1994) examinaram um material compósito de carbono/epóxi a 
0°/90°, determinando o módulo de elasticidade de uma lâmina. Para isto, realizaram 
o procedimento de reconstrução da equação de Christoffel e mudança da inclinação 
da amostra para a coleta da velocidade da onda. Para materiais transversalmente 
isotrópicos a técnica se mostrou precisa, enquanto para materiais ortotrópicos a 
técnica gerou resultados apenas razoáveis. 
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Baudouin e Hosten (1996) estudaram a atenuação de ondas em materiais 
compósitos de fibras longas considerando o efeito da temperatura. Para isto foram 
obtidas as constantes acustoelásticas na no e a atenuação da onda tanto no 
compósito quanto na matriz polimérica. Constataram que atenuação é maior no 
sentido perpendicular do compósito, depende da temperatura, frequência e ângulo de 
incidência da onda.  
Lowe, Alleyne e Cawley (1997) mediram as constantes elásticas para material 
anisotrópico. Utilizaram um compósito de três camadas, a superior e a inferior de uma 
liga de titânio 5V-3Cr-3Sn- 3Al, já o reforço foi feito de fibras silício-carbono (SCS-6). 
Utilizando a técnica de imersão, variaram o ângulo da amostra e, por consequência, 
a incidência e propagação da onda no meio. Assim, encontraram as constantes 
elásticas anisotrópicas pelas medições. 
Osetrov et al. (2000) analisaram a acustoelasticidade em um compósito laminado 
de Ge/Si em relação a direção e a espessura do material. Realizaram simulações e, 
com o auxílio da matriz transferência, concluíram que a técnica pode ser aplicada em 
laminados onde a distribuição de tensão não é homogênea. 
Santos e Bray (2002) utilizaram ondas longitudinais criticamente refratadas para 
determinar a tensão uniaxial em uma barra e aplicando forças através de um sistema 
hidráulico. Através de dois transdutores de 2,25 Mhz e duas probes determinaram 
com precisão a tensão à qual o material foi submetido. 
Iwasawa et al. (2002) determinaram as constantes elásticas C11, C33, C44, C66, 
C13 por ondas ultrassônicas geradas por laser, ou como é chamada, laser iso-angular 
scanning method em um compósito transversalmente isotrópico de fibra de vidro UD-
GFRP de espessura de 10,1 mm. Com quatro amostras de diferentes orientações de 
fibras (0,-45°,+45° e 90°) e variando o ângulo de incidência do pulso encontram as 
constantes, C44 e C66 por ondas cisalhantes, C11 e C33 por ondas longitudinais,  C13 por 
um método iterativo pela curva de grupo velocidade da onda Quasi-Cisalhante. 
Minicuci et al. (2007) utilizaram ondas longitudinais criticamente refratadas para 
medir as tensões residuais em rodas ferroviárias e calcularam as constantes 
126 
 
 
 
acustoelásticas deste material. Os autores concluíram que a técnica é capaz de avaliar 
as tensões em rodas ferroviárias novas, podendo ser aplicada de forma a verificar a 
qualidade dos processos de fabricação como por exemplo os tratamentos térmicos. 
Santos et al. (2009) determinaram a velocidade de propagação da onda 
ultrassônica criticamente refratada e avaliaram a influência da temperatura em um 
material compósito carbono/epóxi unidirecional, com fibras das amostras orientadas a 
0°, 45° e a 90°. Perceberam que a 0° não era observada variação significativa, 
enquanto que a 45° e 90° notaram uma variação linear. Aplicando uma tensão nas 
amostras, calcularam as constantes acustoelásticas. A 0° TOF foi inversamente 
proporcional a carga aplicada e a 45°e 90° existiu uma relação muito pequena. 
Pereira Jr e Santos (2013) avaliaram o efeito da anisotropia em peças laminadas 
de alumínio 7050 T7451 utilizando medições em ondas longitudinais e ondas 
longitudinais criticamente refratadas, com o auxílio das equações propostas por Pao 
e Gamer (1984). Concluíram que existe um erro de 7% quando se comparado a 
materiais isotrópicos. 
Santos et al. (2014) utilizaram compósitos feitos de carbono/epóxi HexTow® 
AS4/Hexply® 8552 para determinar a influência da variação da temperatura no TOF 
de ondas Lcr e calcular as constantes acustoelásticas. A finalidade do trabalho foi 
desenvolver uma técnica capaz de calcular as tensões do material. O TOF é sensível 
nas quando a propagação da onda acontece no sentido da fibra e a temperatura entre 
20°C e 27°C não foi um fator que apresentou relevância. 
Ito et al. (2015) realizaram simulações numéricas e experimentos para 
propagação de onda em estruturas compósitas que possuíam cantos ou dobras. 
Utilizaram no trabalho o pulso-eco e avaliaram como a sequência de empilhamento e 
ângulo de incidência da onda influenciava na forma da onda. Os resultados indicam 
que o conteúdo de porosidade da seção de canto pode ser estimado pela relação de 
amplitude entre a superfície e os ecos da parede traseira. A sequência de 
empilhamento do compósito afeta a forma de onda, entretanto, os resultados foram 
de difícil interpretação. 
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Pereira Jr, Grijalba e Santos (2016) compararam o método de ondas 
longitudinais criticamente refratadas e o ruído de Barkhausen para a medição de 
tensão em um aço API 5L X70. A avaliação foi feita considerando três parâmetros: 
sensibilidade, dispersão e linearidade. O ruído de Barkhausen apresentou melhor 
resultado em sensibilidade, mas com muita dispersão. As ondas longitudinais 
apresentaram melhor resultado em dispersão e linearidade, porém para pequenas 
variações de tensão a técnica de Lcr não se mostrou sensível. 
Pereira Jr e Santos (2017) avaliaram a influência do módulo de elasticidade na 
propagação de ondas ultrassônicas longitudinais criticamente refratadas em um aço 
API 5LX70 utilizado em vasos de pressão e tubulações. Concluíram que há uma 
relação direta entre a velocidade da onda e o módulo de elasticidade. A diferença do 
módulo de elasticidade obtido por Lcr e pelo ensaio de tração foi de 12%. Os autores 
relataram que esta diferença estava ligada a hipótese feita de que o material era 
perfeitamente isotrópico.  
Wang et al. (2018) utilizaram a técnica de Lcr para avaliar a tensão em materiais 
anisotrópicos. As medições foram feitas em uma liga de alumínio 6061 e em compósito 
de fibra de carbono (CRFP) submetidos a tensões. Demonstraram que a técnica é 
adequada para a medição de tensão em materiais anisotrópicos. 
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4. MATERIAIS E MÉTODOS 
 
Como dito, a proposta do trabalho foi desenvolver um modelo analítico para o 
cálculo da velocidade de ondas longitudinais em um pré-impregnado de fibra de 
carbono HexTow® AS4 e resina epóxi HexPly® 8552. A finalidade desta secção é 
apresentar os equipamentos empregados na parte experimental, o procedimento de 
fabricação dos corpos de prova, a modelagem proposta e, for fim, apresentar como 
foi feito o desacoplamento entre as tensões longitudinais e transversais geradas pelo 
efeito térmico.  
Os materiais e métodos foram divididos em três partes. A primeira trata da parte 
experimental utilizada para a validação dos resultados, da confecção dos corpos de 
provas e da descrição do equipamento utilizado para a medição das ondas 
longitudinais. A segunda parte trata-se da modelagem, equacionamento e premissas 
utilizadas no desenvolvimento do modelo analítico, que é a proposta deste trabalho. 
A terceira parte trata da descrição do procedimento utilizado para o desacoplamento 
entre as tensões térmicas transversais e longitudinais em relação à direção de 
propagação de onda. 
 
 
4.1. Parte experimental 
 
Neste subcapitulo serão apresentados a forma que os corpos de provas foram 
fabricados, ciclo de cura e geometria, também será exposto sobre os equipamentos 
de medição, técnicas utilizadas e o procedimento para a interpolação onde não foi 
possível medir a velocidade da onda longitudinal. 
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4.1.1. Confecção dos corpos de prova 
 
As amostras utilizadas na parte experimental foram confeccionadas na GME 
Aerospace, os corpos de prova foram fabricados com pré-impregnado de fibra de 
carbono HexTow® AS4 e resina epoxy HexPly® 8552, cuja as propriedades são 
apresentadas na Tabela 4. Os mesmos corpos de prova foram empregados na 
dissertação de Rodovalho (2012), onde detalhes adicionais do processo podem ser 
encontrados.  
Tabela 4: Propriedades da amostra. 
Densidade (kg/m³) 1590 
Volume de fibra (%) 58,52 
Espessura da lâmina (mm) 0,87 
Módulo longitudinal (GPa) 142 
Módulo transversal (GPa) 9,5 
Módulo de cisalhamento (GPA) 5,0 
 
Para manter suas propriedades, os pré-impregnados devem ser mantidos sob 
refrigeração e é necessário um rigoroso controle do tempo que este material 
permanece fora da estocagem, em outras palavras, existe validade de tempo em que 
o pré-impregnado fica fora da refrigeração. A bobina de pré-impregnado utilizada foi 
retirada da refrigeração de -18°C para uma sala limpa com uma temperatura 
controlada de 23°C. 
Após atingir a temperatura de trabalho adequada as camadas do compósito 
foram cortadas na geometria desejada pelo equipamento automatizado Vector FX da 
fabricante Lectra®, conforme Figura 4-1. 
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Figura 4-1: Equipamento de corte automatizado Vector FX (Rodovalho, 2012) 
 
Na sala limpa que possui controles de temperatura, umidade e particulado, foi 
preparada a limpeza de um gabarito com solvente Rhodiasolv® e, em seguida, 
realizada a aplicação de um desmoldante Frekote®.  
Devido a grande espessura do material, a pré-compactação ocorreu em ciclos. 
O gabarito foi coberto por um filme desmoldante Wrightlon® 5200 e, acima dele, foi 
utilizado um tecido respirador Airweave® super 10; para fechar a bolsa de vácuo foi 
empregado um filme de náilon®. A primeira camada ficou por 5 minutos a uma pressão 
de -0,85 bar e os próximos ciclos ocorreram a -0,85 bar por 15 minutos a cada 8 
camadas laminadas, este processo é exemplificado na Figura 4-2.  
 
Figura 4-2: Bolsa de vácuo para o ciclo de pré-compactação (Rodovalho, 2012) 
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Ao se atingir o número de camadas desejadas, no caso 96, foi montada outra 
bolsa de vácuo para o ciclo de cura do material na autoclave. Na nova bolsa de vácuo 
os corpos de prova foram cobertos por dois filmes desmoldantes: Armalon® liso e 
A4000 da Airtech Europe Sarl®. A finalidade destes filmes foi evitar que a resina 
saísse do material durante o processo de cura e, além disto, auxiliar na desmoldagem. 
A bolsa de vácuo para o ciclo de cura foi montada com termopares, tendo estes 
sido totalmente cobertos por tecido respirador Airweave® Super 10 para prevenir 
danos. O fechamento da bolsa foi feito com filme de náilon e selantes, denominados 
“BamBam”.  
Excessos de filmes são necessários para evitar a presença de ar (no jargão 
“ponte”) entre os laminados. Estes excessos de filmes formam “canais” por onde o ar 
pode chegar até o bico de vácuo, conforme é possível verificar na Figura 4-3. 
 
 
Figura 4-3: Bolsa de vácuo para o ciclo de cura (Rodovalho, 2012). 
 
O bico de vácuo foi apertado com 10 Nm e o ar foi retirado. Em seguida, foi 
realizado um teste de vedação da bolsa por 5 minutos, com o qual se verificou, com 
um auxílio de um manômetro ligado ao bico de vácuo, se havia alteração da pressão 
de -0,85 bar. O conjunto é ilustrado na Figura 4-4. 
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Figura 4-4: Teste da bolsa de vácuo, adaptado de Rodovalho (2012). 
 
O manômetro foi retirado e uma vedação feita do filme de revestimento e o 
“bambam”, que foi fixada no acoplamento do bico de vácuo que fica no gabarito. 
Posteriormente na autoclave, este filme será perfurado quando a linha de vácuo for 
conectada a bolsa de vácuo, esta vedação é feita para garantir total vedação. Os 
gabaritos foram levados para a preparação em autoclave, a vedação do bico de vácuo 
retirada para adaptação da linha de vácuo da autoclave e os termopares ligados ao 
sistema de controle.  
O ciclo de cura se iniciou com a aplicação da pressão na linha de vácuo de -0,85 
bar. A autoclave foi programada para aplicar uma pressão externa de 100 psi 
(689,5 kPa) em 25 minutos. Quando a pressão externa alcançou 20,31 psi (140 kPa), 
os corpos de prova sofreram uma aeração, que consiste em elevar a pressão negativa 
presente na bolsa de vácuo para zero. 
Durante os 25 minutos em que a pressão externa aumentava, a temperatura 
dentro da autoclave também aumentou, alcançando 40º C. Quando a pressão externa 
de nitrogênio alcançou 100 psi (689,5 kPa), a autoclave começou a aquecer com taxa 
de 1º C/min, até alcançar a temperatura de patamar de 177º C, com tolerância de 
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5º C. Atingido este patamar, a autoclave foi programada para 120 minutos de 
operação.  
Após a cura, houve o resfriamento com taxa de 2º C/min até que o termopar mais 
lento alcançou a temperatura de 65º C. A partir dessa temperatura, a autoclave foi 
despressurizada com taxa de aproximadamente 1,7 psi/min (11,7 kPa/min).  
Os corpos de prova foram retirados da autoclave 17 minutos após 
despressurização da mesma, no momento em que os termopares registraram a 
temperatura de 32º C. A Figura 4-5 e Figura 4-6 mostram o momento da retirada do 
material da autoclave.  
 
Figura 4-5: Bolsa de vácuo para o ciclo de cura (Rodovalho, 2012). 
. 
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Figura 4-6: Bolsa de vácuo para o ciclo de cura (Rodovalho, 2012). 
 
Os corpos de prova foram desmoldados (Figura 4-7) e, posteriormente, 
encaminhados para o processo de corte no centro de usinagem para se obter a 
geometria poligonal de 24 lados a cada 15°, conforme Figura 4-8. 
 
 
Figura 4-7: Desmolde das amostras (Rodovalho, 2012).  
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Figura 4-8: Exemplo de corte da amostra (Rodovalho, 2012). 
 
Foram fabricados dois corpos de prova poligonais (24 lados)  para medição da 
velocidade de propagação da onda a cada 15º. Para evitar o efeito de borda na 
propagação da onda ultrassônica, o laminado foi confeccionado com dimensões 
maiores que os transdutores utilizados, conforme desenho 3D, Figura 4-9 e Figura 
4-10. 
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Figura 4-9: Dimensões da amostra poligonal.  
 
 
Figura 4-10: Amostras utilizas nas medições.  
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4.1.2. Equipamentos de medição e aquisição 
 
Com o objetivo de validar a equação analítica para o cálculo de velocidade 
proposta neste trabalho, assim como determinar as estratégias para o ajuste da curva 
desta equação, foi medida a relação da velocidade da onda longitudinal com o ângulo 
de orientação da fibra de 0° a 180°, com incrementos de 15°, baseada no 
procedimento de medição descrito em Santos et al. (2014).  
Os transdutores utilizados na medição foram Panametrics / Olympus®, modelo 
A103S de 1 MHz, um para emissão e outro para recepção do sinal das ondas 
longitudinais, mostrados Figura 4-11.  
 
Figura 4-11: Transdutores Panametrics/Olympus®.  
 
O sinal ultrassônico é gerado por um pulsador/receptor com taxa de amostragem 
de 250 MS/s e resolução de 8 bits. O sinal é transmitido para um controlador 
embarcado PXI-8108 da National Instruments®. A medição de temperatura é feita por 
um termopar conectado a um Módulo NI SCC-TC02 da National Instruments®. A 
Figura 4-12 apresenta um diagrama do sistema de aquisição ligado ao controlador 
embarcado. 
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Figura 4-12: Sistema de medição, adaptado de Pereira Jr e Santos (2017). 
 
Os sinais obtidos pelos ensaios são processados por um programa desenvolvido 
na plataforma Labview®. O software permite o filtro de sinais; ele é configurado para 
considerar o TOF (time of flight) da onda ultrassônica no segundo cruzamento com o 
zero. O programa trabalha com um osciloscópio e o ponto de medição da onda é 
ilustrado na Figura 4-13. 
 
 
Figura 4-13: Segundo cruzamento com o zero no Programa Labview®, adaptado de Pereira Jr e 
Santos (2017). 
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4.1.3. Procedimento experimental 
 
Os ensaios foram realizados em dois corpos de provas poligonais de 24 lados, 
fabricados de carbono/epóxi (HexTow® AS4/HexPly® 8552) de 96 camadas 
orientadas a 0°, sendo a geometria e processo de fabricação descritos no item 4.1.1.  
Conforme apresentado por Rodovalho (2012), foram detectados três fatores que 
podem influenciar na medição da velocidade da onda longitudinal: a força de fixação 
do transdutor, a temperatura de medição e o acoplamento entre os transdutores e 
corpos de prova. 
A força de fixação foi controlada através do controle de volta em um parafuso do 
sistema de medição ilustrado na Figura 4-14. Foram realizadas exaustivas medições 
e verificou-se que o sistema apresentava repetibilidade adequada aos ensaios. 
 
Figura 4-14: Sistema de fixação.  
 
O controle de temperatura foi feito com o auxílio do ar condicionado. Em todas 
as coletas de dados mediu-se a temperatura da amostra através da placa de controle 
de temperatura e de um termopar acoplado na amostra. Por fim, para garantir o 
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acoplamento adequado entre o transdutor e a amostra, utilizou-se de gel de 
acoplamento. 
 Os testes foram feitos através da transmissão direta. Cinco medidas foram 
realizadas em cada face por ciclo de medição. A cada ciclo, o sistema foi desmontado 
e novamente montado. Foram feitos três ciclos de medição, totalizando 15 medidas 
para cada face do polígono nos ângulos de orientação de fibra -75°, -60°, -45°, -30°, -
15°, 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90°,  nas temperaturas de 20°C, 23°C, 26°C e 29°C, 
em ambas as amostras. O posicionamento do transdutor é apresentado na Figura 
4-15. 
 
Figura 4-15: Sistema de medição.  
 
Os processos executados neste trabalho foram baseados na experiência obtida 
em trabalhos anteriores do grupo de pesquisa, nestas mesmas amostras, adotando-
se os mesmos procedimentos de medição (Rodovalho (2012)). 
A partir dos resultados medidos, foi empregada uma série de Fourier de quatro 
termos para fazer a interpolação dos valores da velocidade de onda para os ângulos 
entre os pontos de medição. O objetivo foi encontrar um modelo que represente os 
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valores experimentais para todos os ângulos de orientação de fibra. O coeficiente de 
correlação desta função foi de R²=0,99. Assim, têm-se um modelo que descreve os 
resultados dos experimentos para qualquer ângulo de orientação das fibras.  
 
 
4.2. Parte analítica, modelagem e premissas 
 
A série de Fourier de 4 termos obtida no procedimento experimental do item 
anterior foi utilizada para a validação do modelo proposto nesta seção. 
Para o modelamento, é necessário o conhecimento sobre os termos da matriz 
ABBD. A amostra é um compósito unidirecional, com um plano de simetria, portanto 
os termos B são nulos. Não existindo esforços mecânicos e considerando que os 
momentos gerados pelo efeito higrotérmico são pequenos, despreza-se os termos D. 
O resultado é que o comportamento termomecânico pode ser descrito pela matriz A, 
pelas razões já detalhadas no capítulo 2. Por hipótese deste trabalho, as eventuais 
diferenças nos resultados, são causadas pelas tensões provocadas pelo efeito 
higrotérmico. 
Inicialmente, assume-se que as deformações higroscópicas são desprezíveis em 
comparação com a deformações mecânica e térmica. Desta forma, na equação 
(2.113) considera-se que deformação total do material vem apenas dessas duas 
fontes. 
Como todas as camadas possuem as mesmas direções, a matriz A dividida pela 
espessura representa a própria matriz de rigidez 𝑄௜௝. Assim, o cálculo para uma 
camada representa as constantes elásticas para todo o compósito, calculadas 
diretamente pelas equações (2.105) à (2.112). 
Feitas estas considerações iniciais sobre as constantes elásticas é necessário 
analisar a equação (2.215), que é a equação de propagação da onda longitudinal em 
coordenadas iniciais para materiais ortotrópicos. Para o caso em que não existem 
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tensões externas, o material não está sujeito a nenhuma deformação, e isolando V 
tem-se: 
𝑉 = 𝑉଴ = ට
஼భభ
ఘ
   (4.1) 
 
A equação (4.1), sendo resultado da equação proposta por Pao e Gamer (1985) 
para um material livre de tensão e deformação, será utilizada para o cálculo da 
velocidade de referência 𝑉଴. Para a determinação da constante elástica C11, é 
percebido pela equação (2.51) que Q11 não possui exatamente o mesmo valor que 
C11. Porém, simulações preliminares mostraram que a diferença não é muito 
significativa, conforme mostrado a seguir.  
Para o cálculo exato de C11, deve-se calcular a matriz flexibilidade completa do 
compósito e depois aplicar a inversão da matriz. O procedimento exato pode ser 
encontrado em Gay (2015) e a matriz flexibilidade completa tridimensional, assim 
como seu componentes, são apresentados nas equações (4.2) à (4.15). 
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 (4.2) 
1
𝐸ଵ(𝜃)
=
𝑐𝑜𝑠ସ𝜃
𝐸௟
+
𝑠𝑒𝑛ସ𝜃
𝐸௧
+ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ൬
1
𝐺௟௧
− 2
𝜐௧௟
𝐸௧
൰ (4.3) 
1
𝐸ଶ(𝜃)
=
𝑠𝑒𝑛ସ𝜃
𝐸௟
+
𝑐𝑜𝑠ସ𝜃
𝐸௧
+ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ൬
1
𝐺௟௧
− 2
𝜐௧௟
𝐸௧
൰ (4.4) 
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𝐸ଷ(𝜃) = 𝐸௧(∀𝜃) (4.5) 
𝜐ଵଶ
𝐸ଶ
(𝜃) =
𝜐௧௟
𝐸௧
(𝑐𝑜𝑠ସ𝜃 + 𝑠𝑒𝑛ସ𝜃) − 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ൬
1
𝐸௟
+
1
𝐸௧
+
1
𝐺௟௧
൰ (4.6) 
𝜐ଷଵ
𝐸ଷ
(𝜃) = ൬𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
𝜐௧௟
𝐸௧
+ 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
𝜐
𝐸௧
൰ (4.7) 
𝜐ଷଶ(𝜃) = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃𝜐 + 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃𝜐௧௟ (4.8) 
1
𝐺ସ
(𝜃) = ቆ𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
2(1 + 𝜐)
𝐸௧
+ 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
1
𝐺௟௧
ቇ (4.9) 
1
𝐺ହ
(𝜃) = ቆ𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
2(1 + 𝜐)
𝐸௧
+ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
1
𝐺௟௧
ቇ (4.10) 
1
𝐺଺(𝜃)
= 4𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ൬
1
𝐸௟
+
1
𝐸௧
+ 2
𝜐௧௟
𝐸௧
൰ +
(𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃)ଶ
𝐺௟௧
 (4.11) 
𝜂଺ଶ
𝐺଺
(𝜃) = −2𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃 ቊ
𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
𝐸௟
−
𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
𝐸௧
− (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃) ൬
𝜐௧௟
𝐸௧
−
1
2𝐺௟௧
൰ቋ (4.12) 
𝜉ହଷ
𝐺ହ
= −𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃 ቆ
1
𝐺௟௧
−
2(1 + 𝜐)
𝐸௧
ቇ (4.13) 
𝜂଺ଵ
𝐺଺
(𝜃) = −2𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃 ቊ
𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
𝐸௟
−
𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
𝐸௧
+ (𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 − 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃) ൬
𝜐௧௟
𝐸௧
−
1
2𝐺௟௧
൰ቋ (4.14) 
𝜂଺ଷ
𝐺଺
(𝜃) = −2𝑐𝑜𝑠𝜃. 𝑠𝑒𝑛𝜃 ൬
𝜐 − 𝜐௧௟
𝐸௧
൰ (4.15) 
 
A diferença da velocidade calculada por C11 e Q11 utilizando a equação (4.1) é 
apresentada na Figura 4-16. 
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Figura 4-16: Comparação das velocidades calculadas com C11 e Q11 
 
Embora a diferença não tenha sido grande, neste trabalho utilizou-se o valor 
exato, ou seja, os cálculos foram realizados por C11. Feitas estas considerações, seja 
a equação de Pao e Gamer (1985): 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + (4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ)𝑒ଵ + 𝐶ଵଵଶ𝑒ଶ + 𝐶ଵଵଷ𝑒ଷ + 𝜎ଵ 
 
(4.16) 
Considerando 
𝑒ଵ = 𝜀ଵ − 𝜐ଵଶ𝜀ଶ − 𝜐ଵଷ𝜀ଷ + 𝜂ଵ଺𝛾଺ (4.17) 
𝑒ଶ = −𝜐ଶଵ𝜀ଵ + 𝜀ଶ − 𝜐ଶଷ𝜀ଷ + 𝜂ଶ଺𝛾଺ (4.18) 
𝑒ଷ = −𝜐ଷଵ𝜀ଵ − 𝜐ଷଶ𝜀ଷ + 𝜀ଵ + 𝜂ଷ଺𝛾଺ (4.19) 
𝜎ଵ = 𝐶ଵଵ𝜀ଵ + 𝐶ଵଶ𝜀ଶ + 𝐶ଵଷ𝜀ଷ + 𝐶ଵ଺𝛾଺ (4.20) 
Ve
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)
145 
 
 
 
Tem-se 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + (4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ)(𝜀ଵ − 𝜐ଵଶ𝜀ଶ − 𝜐ଵଷ𝜀ଷ + 𝜂ଵ଺𝛾଺)
+ 𝐶ଵଵଶ(−𝜐ଶଵ𝜀ଵ + 𝜀ଶ − 𝜐ଶଷ𝜀ଷ + 𝜂ଶ଺𝛾଺)
+ 𝐶ଵଵଷ(−𝜐ଷଵ𝜀ଵ − 𝜐ଷଶ𝜀ଷ + 𝜀ଵ + 𝜂ଷ଺𝛾଺)
+ 𝐶ଵଵ𝜀ଵ + 𝐶ଵଶ𝜀ଶ + 𝐶ଵଷ𝜀ଷ + 𝐶ଵ଺𝛾଺ 
(4.21) 
 
Realizando a distribuição e agrupando os termos pelas deformações: 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + 𝜀ଵ(5𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ − 𝜐ଶଵ𝐶ଵଵଶ − 𝜐ଷଵ𝐶ଵଵଷ)
+ 𝜀ଶ(−𝜐ଵଶ(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) + (𝐶ଵଵଶ + 𝐶ଵଶ) − 𝜐ଷଶ𝐶ଵଵଷ)
+ 𝜀ଷ൫−𝜐ଵଷ(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) − 𝜐ଶଷ𝐶ଵଵଶ + (𝐶ଵଵଷ + 𝐶ଵଷ)൯
+ 𝛾଺(𝜂ଵ଺(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) + 𝜂ଶ଺𝐶ଵଵଶ + 𝜂ଷ଺𝐶ଵଵଷ + 𝐶ଵ଺) 
(4.22) 
 
Sabendo que a deformação total é a somatória da deformação mecânica (índice 
m), térmica (índice t) e higroscópica (índice h), tem-se: 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)(5𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ − 𝜐ଶଵ𝐶ଵଵଶ − 𝜐ଷଵ𝐶ଵଵଷ)
+ (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)(−𝜐ଵଶ(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) + (𝐶ଵଵଶ + 𝐶ଵଶ) − 𝜐ଷଶ𝐶ଵଵଷ)
+ (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)൫−𝜐ଵଷ(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) − 𝜐ଶଷ𝐶ଵଵଶ + (𝐶ଵଵଷ + 𝐶ଵଷ)൯
+ (𝛾௠଺ + 𝛾௧଺ + 𝛾௛଺)(𝜂ଵ଺(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) + 𝜂ଶ଺𝐶ଵଵଶ + 𝜂ଷ଺𝐶ଵଵଷ + 𝐶ଵ଺) 
 
(4.23) 
É possível reescrever a equação anterior em termos das constantes 
acustoelásticas.  Para isto, define-se: 
𝑀ଵ = (5𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ − 𝜐ଶଵ𝐶ଵଵଶ − 𝜐ଷଵ𝐶ଵଵଷ) (4.24) 
𝑀ଶ = (−𝜐ଵଶ(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) + (𝐶ଵଵଶ + 𝐶ଵଶ) − 𝜐ଷଶ𝐶ଵଵଷ) (4.25) 
𝑀ଷ = ൫−𝜐ଵଷ(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) − 𝜐ଶଷ𝐶ଵଵଶ + (𝐶ଵଵଷ + 𝐶ଵଷ)൯ (4.26) 
146 
 
 
 
𝑀଺ = (𝜂ଵ଺(4𝐶ଵଵ + 𝐶ଵଵଵ) + 𝜂ଶ଺𝐶ଵଵଶ + 𝜂ଷ଺𝐶ଵଵଷ + 𝐶ଵ଺) (4.27) 
 
Sendo assim: 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)𝑀ଵ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)𝑀ଶ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)𝑀ଷ
+ (𝛾௠଺ + 𝛾௧଺ + 𝛾௛଺)𝑀଺ 
(4.28) 
 
ou 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)𝑀ଵ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)𝑀ଶ + (𝜀௠ଵ + 𝜀௧ଵ + 𝜀௛ଵ)𝑀ଷ
+ (𝛾௠଺ + 𝛾௧଺ + 𝛾௛଺)𝑀଺ 
(4.29) 
 
Separando as deformações mecânicas, térmicas e higroscópicas: 
ρ𝑉ଶ = Cଵଵ + 𝑀ଵ𝜀௠ଵ + 𝑀ଵ𝜀௧ଵ + 𝑀ଵ𝜀௛ଵ + 𝑀ଶ𝜀௠ଶ + 𝑀ଶ𝜀௧ଶ + 𝑀ଶ𝜀௛ଶ + 𝑀ଷ𝜀௠ଷ + 𝑀ଷ𝜀௧ଷ
+ 𝑀ଷ𝜀௛ଷ + 𝑀଺𝜀௠଺ + 𝑀଺𝜀௧଺ + 𝑀଺𝜀௛଺ 
(4.30) 
 
Adotando que i pode assumir valores de 1, 2, 3 e 6 e k pode ser m, t ou h e 
isolando-se V: 
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
𝑀௜
𝜌
𝜀௞௜ (4.31) 
 
Derivando-se a velocidade pela deformação, obtém-se: 
𝑑𝑉 =
1
2 ቀ𝐶ଵଵ𝜌 +
𝑀௜𝜀௞௜
𝜌 ቁ
ଵ ଶ⁄
𝑀௜
𝜌
𝑑𝜀௞௜ =
𝑀௜
2𝜌 ቀ𝐶ଵଵ + 𝑁௜𝜀௞௜𝜌 ቁ
ଵ ଶ⁄ 𝑑𝜀௞௜ (4.32) 
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Dividindo-se a equação (4.32) pela velocidade: 
𝑑𝑉 𝑉⁄
𝑑𝜀௞௜
=
𝑀௜
2𝜌 ቀ𝐶ଵଵ + 𝑀௜𝜀௞௜𝜌 ቁ
ଵ ଶ⁄
ቀ𝐶ଵଵ + 𝑀௜𝜀௞௜𝜌 ቁ
ଵ ଶ⁄ =
𝑀௜
2(𝐶ଵଵ + 𝑀௜𝜀௞௜)
 (4.33) 
 
Como C11>>𝑀௜𝜀௜ obtém-se as constantes acustoelásticas: 
𝑑𝑉 𝑉⁄
𝑑𝜀௞௜
= 𝐿ଵଵ௞௜ =
𝑀௜
2𝐶ଵଵ
 (4.34) 
 
Ou seja: 
𝑀௜ = 2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵ௞௜  (4.35) 
 
Portanto, relação (4.36) é a equação de Pao e Gamer para materiais compósitos 
em função das constantes acustoelásticas.  
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵ௞௜
𝜌
𝜀௞௜ (4.36) 
 
Assume-se as seguintes premissas para simplificar a equação. Primeiramente, 
o material compósito está livre de carregamentos e, portanto, sua deformação 
mecânica é nula. Além disso, sabe-se que o tempo para produzir uma deformação 
higroscópica é muito superior ao tempo das deformações térmicas e mecânicas; desta 
forma, a deformação considerada será apenas a térmica. Na forma expandida, tem-
se a equação: 
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V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵ௧ଵ
𝜌
𝜀௧ଵ +
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵ௧ଶ
𝜌
𝜀௧ଶ +
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵ௧ଷ
𝜌
𝜀௧ଷ +
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵ௧଺
𝜌
𝛾௧௜ 
 
(4.37) 
Em materiais compósitos assume-se que as tensões e deformações na 
orientação 3 são desprezíveis. A verificação desta hipótese é apresentada no 
apêndice A. Outra hipótese é que as tensões de cisalhamento não produzem 
alteração na velocidade de ondas longitudinais, ou seja 𝐿ଵଵ௧଺ = 0. A Portanto: 
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ
𝜌
(𝐿ଵଵ௧ଵ 𝜀௧ଵ + 𝐿ଵଵ௧ଶ 𝜀௧ଶ) (4.38) 
 
ou em notação indicial: 
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ
𝜌
𝐿ଵଵ௧௜ 𝜀௧௜ (4.39) 
 
 
 
4.3. Desacoplamento 
 
Nas equações (4.38) e (4.39), a forma que as deformações térmicas na direção 
1 (𝜀௧ଵ) e deformação térmica na direção 2 (𝜀𝑡2) estão apresentadas pode sugerir que 
estas deformações ou tensões térmicas são independentes, o que não é uma 
realidade. Lembrando que as deformações térmicas apresentadas são geradas pela 
diferença de temperatura de cura e temperatura de trabalho do material.  
Nas Figura 2-47 e Figura 2-48 nota-se que as tensões se alternam entre valores 
mínimos e máximos.  Como visto, pode-se demonstrar que essas alterações estão 
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relacionadas ao círculo de Mohr e são funções da orientação da tensão longitudinal  
em relação às fibras, tensão transversal às fibras, e do ângulo de orientação das fibras 
. Essa orientação segue a equação (4.40). 
𝜎ଵ,ଶ =
𝜎௧ + 𝜎௟
2
∓
𝜎௧ − 𝜎௟
2
𝑐𝑜𝑠(2𝜃) (4.40) 
 
Utilizando-se as equações de arco metade na equação (4.40) chega-se a: 
𝜎ଵ = 𝜎௟𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 + 𝜎௧𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 (4.41) 
𝜎ଶ = 𝜎௟𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 + 𝜎௧𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 (4.42) 
 
As expressões (4.41) e (4.42) também são válidas para as deformações 
𝜀ଵ = 𝜀௟𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 + 𝜀௧𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 (4.43) 
𝜀ଶ = 𝜀௟𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 + 𝜀௧𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 (4.44) 
 
Analisando a Figura 2-47 e a Figura 2-48, nota-se que a tensão transversal às 
fibras é aproximadamente 4 vezes superior a tensão longitudinal às fibras. Mesmo em 
casos extremos, como em -30°C, o valor da tensão longitudinal não ultrapassa valores 
de 12 MPa, indicando que a tensão longitudinal tem efeito limitado nas tensões 
térmicas se comparado à tensão transversal e, como consequência, na velocidade da 
onda longitudinal. 
O desafio das equações (4.38) e (4.39) é justamente desacoplar o efeito conjunto 
das constantes elásticas 𝐿ଵଵ௧ଵ  e 𝐿ଵଵ௧ଶ , uma vez que a variação de temperatura irá 
provocar variação da tensão conjuntamente na direção 1 e 2 e, por consequência, 
avaliar qual a contribuição de cada constante acustoelástica na variação da 
velocidade da onda. 
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Entretanto, mesmo não se conhecendo os valores individuais da contribuição de 
cada uma das constantes acustoelásticas na velocidade da onda, pode-se conhecer 
este efeito conjunto através da equação da acustoelasticidade biaxial (2.229) que 
pode ser reescrita em termos da deformação. Assim, tem-se:  
(𝑉 − 𝑉଴)
𝑉଴
= 𝐿ଵଵ௧ଵ 𝜀ଵ + 𝐿ଵଵ௧ଶ 𝜀ଶ (4.45) 
 
Assumindo que toda a variação aconteça pelo efeito das tensões térmicas: 
(𝑉௠௘ௗ௜ௗ௔ − 𝑉଴)
𝑉଴
= 𝐿ଵଵ௧ଵ 𝜀ଵ + 𝐿ଵଵ௧ଶ 𝜀ଶ (4.46) 
 
A equação (4.46) pode ser substituída na equação (4.38) e, desta forma, mesmo 
não se conhecendo os valores individuais das constantes acustoelásticas, obter a 
curva da velocidade da onda influenciada pelas tensões térmicas 1 e 2. 
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ
𝜌
൬
𝑉௠௘ௗ௜ௗ௔ − 𝑉଴
𝑉଴
൰ (4.47) 
 
Conhecendo-se então a curva da velocidade da onda longitudinal afetada pela 
tensão térmica na direção 1 e 2, o seguinte procedimento é proposto para realizar o 
desacoplamento de  𝐿ଵଵ௧ଵ  e 𝐿ଵଵ௧ଶ : 
I. Calculou-se a constante acustoelástica 𝐿ଵଵ௧ଵ  desconsiderando a tensão na 
direção 2, com base na equação (2.227), sendo as tensões e deformações 
térmicas calculadas através das equações (2.115) e (2.123). 
𝐿ଵଵଵ =
𝐸ଵ
𝜎ଵ
(𝑉௠௘ௗ௜ௗ௔ − 𝑉଴)
𝑉଴
 (4.48) 
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Em seguida, plotou-se o gráfico da velocidade da onda ajustada somente por 
𝐿ଵଵଵ , conforme:  
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ
𝜌
(𝐿ଵଵଵ 𝜀௧ଵ) (4.49) 
 
II. Calculou-se a constante acustoelástica 𝐿ଵଵ௧ଶ  desconsiderando a tensão na 
direção 1, com base na equação (2.227), sendo as tensões e deformações 
térmicas calculadas através das equações (2.115) e  (2.123), conforme: 
𝐿ଵଵଶ =
𝐸ଶ
𝜎ଶ
(𝑉௠௘ௗ௜ௗ௔ − 𝑉଴)
𝑉଴
 (4.50) 
Novamente, plotou-se o gráfico da velocidade da onda ajustada somente por 
𝐿ଵଵଶ , conforme:  
V = ඨ
Cଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ
𝜌
(𝐿ଵଵଶ 𝜀௧ଶ) (4.51) 
 
III. Os resultados das equações (4.47), (4.49) e (4.51) foram comparados para 
estabelecer quais as regiões nas quais as constantes acustoelásticas se 
aderiam melhor à curva. 
 
IV. Propôs-se coeficientes para o desacoplamento com base nos resultados do 
passo III. 
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5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
O Capitulo 5 são discutidos os fatores de correções necessários para o ajuste 
da velocidade da onda longitudinal, comparação entre a aderência do ajuste feito 
pelas constantes acustoelastica L111 e L112. Propondo ao final uma equação que 
desacople o efeito conjunto da tensão higroscópica transversal e longitudinal a 
propagação da onda. 
As velocidades medidas na amostra poligonal em função da orientação das 
fibras são apresentadas na Figura 5-1 à 5-4, para diferentes temperaturas ambiente.  
Os valores medidos são representados por círculos e asteriscos, já a interpolação 
entre os valores de medição (série de Fourier de 4 termos de R²=0,999) é 
representada por linha. O gráfico também apresenta a velocidade calculada pela 
equação (4.1), que é a velocidade de referência quando o material está livre de tensão.  
 
Figura 5-1: Velocidade longitudinal (20°C) x ângulo.  
Ve
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de
(m
/s
)
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Figura 5-2: Velocidade longitudinal (23°C) x ângulo.  
 
Figura 5-3: Velocidade longitudinal (26°C) x ângulo.  
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)
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Figura 5-4: Velocidade longitudinal (29°C) x ângulo.  
 
Observando os gráficos da Figura 5-1 à Figura 5-4, nota-se que existe uma 
diferença considerável entre a velocidade de referência V0 (livre de tensão) e a 
medida. Isso é esperado, uma vez que as tensões térmicas, segundo a teoria da 
acustoelasticidade, provocam variação de velocidade. Assim, as deformações não 
são nulas e, portanto, as deformações térmicas geradas pelo processo de cura não 
devem ser desconsideradas. 
Considerando que a deformação total de um material compósito no regime 
elástico é o efeito sobreposto por uma parcela mecânica, uma térmica e outra 
higroscópica, conforme equação (2.113), as deformações iniciais, portanto, não 
podem ser nulas. Como discutido no capítulo anterior,  as deformações higroscópicas  
são desprezíveis (Jones, 1999).  
Este estado de tensão responsável pela diferença entre a velocidade de 
referência V0 calculada e a velocidade medida das amostras 1 e 2 pode ser obtido 
aplicando-se os termos das tensões e deformações térmicas das equações (2.115) e 
Ve
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(m
/s
)
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(2.123). Conforme apresentado no processo de fabricação dos corpos de provas (item 
4.1.1), a temperatura de cura da resina é de 180°C.  Entretanto, para o cálculo ΔT, 
conforme recomendado por Levy Neto e Pardini (2016), deve-se descontar -30°C da 
temperatura de cura para que seja considerado o efeito da viscoelasticidade da resina. 
Portanto, para o cálculo da variação de temperatura adotou-se 150°C, subtraindo as 
temperaturas de medições de 20°C, 23°C, 26°C e 29°C.  Os resultados de tensão e 
deformação são apresentados nas Figura 5-5 à Figura 5-8. 
Figura 5-5: Tensões e deformação térmicas (20°C) x ângulo.  
 
Figura 5-6: Tensões e deformação térmicas (23°C) x ângulo.  
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Figura 5-7: Tensões e deformação térmicas (26°C) x ângulo.  
Figura 5-8: Tensões e Deformação térmicas (29°C) x ângulo.  
 
 Por hipótese, os valores obtidos para tensão e deformação térmicas, apesar de 
não serem significativamente elevados, são os responsáveis pela diferença da 
velocidade medida com a velocidade V0 calculada.  
A partir das observações anteriores e utilizando o efeito higrotérmico, foi possível 
obter as constantes acustoelásticas através da equação (2.227). Considerando i = 1, 
desprezando as deformações no sentido 2 e aplicando o resultado na equação (4.49), 
obtém-se os gráficos da Figura 5-9 à Figura 5-16, nos quais são mostrados os 
resultados para as duas amostras. 
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Figura 5-9: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (20°C).  
 
Figura 5-10: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (23°C).  
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Figura 5-11: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (26°C).  
 
Figura 5-12: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (29°C).  
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Figura 5-13: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (20°C).  
 
Figura 5-14: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (23°C).  
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Figura 5-15: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (26°C).  
 
Figura 5-16: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (29°C).  
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Nos gráficos apresentados é possível observar que o ajuste calculado pelas 
constantes acustoelásticas estimadas pelo efeito higrotérmico possui uma diferença 
de 500 m/s nos pontos de 0°; entretanto, a maior diferença observada acontece de -
45° até -15° e 15° até 45°, sendo que nos pontos a partir de -90° até -45° e 45° até 
90°, o valor calculado é bem próximo do medido. 
Considerando agora somente o efeito da tensão térmica na direção 2 e 
desprezando o efeito da tensão térmica na direção 1(portanto, i = 2 na equação 
(2.228)) e aplicando o resultado na equação (4.51), obtém-se os gráficos 
apresentados na Figura 5-17 à Figura 5-24. 
 
Figura 5-17: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 1 (20°C).  
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Figura 5-18: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 1 (23°C).  
 
Figura 5-19: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 1 (26°C).  
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Figura 5-20: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 1 (29°C).  
 
Figura 5-21: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 2 (20°C).  
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Figura 5-22: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 2 (23°C).  
 
Figura 5-23: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 2 (26°C).  
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Figura 5-24: Velocidade calculada por 𝐋𝟏𝟏𝟐  Amostra 2 (29°C).  
 
Nos gráficos apresentados é possível perceber que a função de ajuste calculada 
por 𝐿ଵଵଶ  adere melhor do que a função de ajuste calculada por 𝐿ଵଵଵ , como previsto no 
capítulo anterior.  Além disso, há diversas outras características interessantes nos 
gráficos da Figura 5-9 à Figura 5-24.  
Com auxílio dos gráficos da Figura 5-5 à Figura 5-8, percebe-se que a tensão é 
mínima no sentido 1 a 0°. Neste ponto a velocidade calculada pela função de ajuste 
𝐿ଵଵଵ  possui o mesmo valor que a função de velocidade calculada V0. O mesmo 
acontece com a tensão a 90°, agora no sentido 2, que é mínima neste ângulo. 
Novamente, a velocidade calculada pela função de ajuste 𝐿ଵଵଶ  possui o mesmo valor a 
90° que a velocidade calculada V0, conforme Figura 5-17 à Figura 5-24. 
Continuando a comparação da Figura 5-9 à Figura 5-24 nota-se, novamente, que 
a maior diferença observada acontece de -45° até -15° e 15° até 45°, sendo que nos 
pontos a partir de -30° até 30° o calculado é bem próximo do medido.  
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As análises realizadas até aqui consideraram que as tensões térmicas agiam na 
direção 1 ou na direção 2, entretanto elas agem de forma conjunta e ambas 
contribuem para a variação da velocidade da onda.  
Para realizar o desacoplamento da tensão na direção 1 e na direção 2, utilizou-
se do procedimento descrito no item 4.3. Como resultado, foram obtidos os gráficos 
da Figura 5-25 à Figura 5-32. 
 
Figura 5-25: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 1 (20°C).  
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Figura 5-26: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 1 (23°C).  
 
Figura 5-27: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 1 (26°C).  
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Figura 5-28: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 1 (29°C).  
 
Figura 5-29: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 2 (20°C).  
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Figura 5-30: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 2 (23°C).  
 
Figura 5-31: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 2 (26°C).  
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Figura 5-32: Comparação dos cálculos de velocidade da amostra 2 (29°C).  
 
Conforme nota-se nos gráficos da Figura 5-25 à Figura 5-32, em todas as 
temperaturas e para ambas as amostras, o ajuste feito por 𝐿ଵଵଶ  possui uma aderência 
geral melhor se comparado ao 𝐿ଵଵଵ , ou seja, as tensões e deformações térmicas 
transversais ao sentido de propagação da onda possuem um impacto maior no ajuste 
da curva. Porém, ao se analisar os gráficos da Figura 5-25 à Figura 5-32, e 
empregando o método dos mínimos quadrados, notou-se que existem 3 regiões: 
1. - 45°, passando por 0°, até 45°: o ajuste por 𝐿ଵଵଶ  adere melhor à curva; 
2. -60 á -45° e 45° á 60°: o ajuste por 𝐿ଵଵଵ  e 𝐿ଵଵଶ  produzem resultados similares; 
3. -90° á -60° e 60° a 90°: o ajuste por 𝐿ଵଵଵ  adere melhor à curva. 
Estes resultados sugerem que quando se caminha para o domínio da fibra o 
melhor resultado é apresentado pelo ajuste por 𝐿ଵଵଶ , onde a tensão na direção 2 é 
máxima. Já quando se caminha para o domínio da matriz o ajuste por 𝐿ଵଵଵ  apresenta 
melhor resultado, onde a tensão máxima na direção 1 é máxima. 
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As analises foram compiladas na Tabela 5. Com o auxílio destes resultados e 
utilizando da função sen² e cos² para que a predominância do ajuste 𝐿ଵଵଶ  aconteça 
no domínio da fibra e a predominância do ajuste 𝐿ଵଵଵ  aconteça no domínio da matriz, 
foi proposta a relação mostrada na equação (5.1) como curva de ajuste.  
 
Tabela 5: Resumo do melhor ajuste das constantes acustoelásticas. 
Ângulo Melhor ajuste 
-90° a -60° 𝐿ଵଵଵ  
-60° a -45° 𝐿ଵଵଵ  ou 𝐿ଵଵଶ  
-45° a  45° 𝐿ଵଵଶ  
 45° a  60° 𝐿ଵଵଵ  ou 𝐿ଵଵଶ  
 60° a  90° 𝐿ଵଵଵ  
 
𝑉 = ඨ
𝐶ଵଵ
𝜌
+ 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵଵ
𝜌
𝜀ଵ + 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
2𝐶ଵଵ𝐿ଵଵଶ
𝜌
𝜀ଶ (5.1) 
A comparação entre as velocidades calculadas pelo ajuste feito por 𝐿ଵଵଵ  (equação 
(4.49)), 𝐿ଵଵଶ  equação ((4.51)) e pela equação (5.1) é mostrada nas Figura 5-33 à Figura 
5-40. 
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Figura 5-33: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 1 (20°C).   
 
Figura 5-34: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 1 (23°C).   
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Figura 5-35: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 1 (26°C).   
 
Figura 5-36: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 1 (29°C).   
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Figura 5-37: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 2 (20°C).   
 
Figura 5-38: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 2 (23°C).   
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Figura 5-39: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 2 (26°C).   
 
Figura 5-40: Comparação dos métodos de cálculos das velocidades, Amostra 2 (29°C).   
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É importante destacar que as tensões e deformações térmicas utilizadas nestes 
modelos foram calculadas e não medidas através de experimentos, apesar destas 
equações e coeficientes estarem de acordo com a literatura  (Gürdal, Haftka and 
Hajela, 1999; Jones, 1999; Gay, 2015). Naturalmente existem pequenas 
inconsistências entre o valor calculado e o real. Outro ponto, é que os materiais foram 
considerados livres de defeitos, com total aderência entre a fibra/resina, as fibras em 
perfeita linha reta com alinhamentos precisos, sendo que por mais controlado que seja 
o processo de fabricação dificilmente se atende todos estes requisitos. Assumindo 
que existam essas fontes de diferenças descritas acima, justifica-se o emprego de um 
fator de correção fc a ser incluído no modelo.  A equação (5.2) mostra onde tal fator 
foi incluído, sendo que o melhor ajuste se dá com fc = 0,80, calculado através método 
dos mínimos quadrados. 
𝑉 = ට஼భభ
ఘ
+ ଶ஼భభ.௙௖.௅భభ
భ
ఘ
𝜀ଵ     (5.2) 
 
Figura 5-41: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (20°C).  
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Figura 5-42: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (23°C).  
 
Figura 5-43: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (26°C).  
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Figura 5-44: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 1 (29°C).  
 
Figura 5-45: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (20°C).  
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Figura 5-46: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (23°C).  
 
Figura 5-47: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (26°C).  
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Figura 5-48: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟏  Amostra 2 (29°C).  
 
Os resultados dos gráficos da Figura 5-41 á Figura 5-48 mostra que apesar dos 
pontos se ajustarem melhor, a 0° e 180° ainda existe uma diferença do valor calculado 
com o real medido, que não pode ser explicado por um fator fc. 
O mesmo raciocínio foi feito para 𝐿ଵଵଶ , onde o fator fc proposto foi 0,85 calculado 
através dos mínimos quadrados, inserido na relação entre a velocidade e as 
características elásticas conforme mostrado na equação (5.3).  
𝑉 = ඨ
𝐶ଵଵ
𝜌
+
2𝐶ଵଵ. 𝑓𝑐. 𝐿ଵଵଶ
𝜌
𝜀ଶ (5.3) 
 
A Figura 5-49 à Figura 5-56 mostram os resultados dos ajustes e as 
comparações com os dados medidos.  Da mesma forma que visto na Figura 5-41 até 
Figura 5-48, a Figura 5-49 até Figura 5-56 apresenta um único ponto onde não há 
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aderência. Este ponto é justamente onde a tensão é mínima, na direção onde as 
constantes acustoelásticas teóricas são calculadas. 
 
Figura 5-49: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 1 (20°C).  
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Figura 5-50: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 1 (23°C).  
 
Figura 5-51: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 1 (26°C).  
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Figura 5-52: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 1 (29°C).  
 
Figura 5-53: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 2 (20°C).  
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Figura 5-54: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 2 (23°C).  
 
Figura 5-55: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 2 (26°C).  
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Figura 5-56: Velocidade por ajuste fc, 𝑳𝟏𝟏𝟐 , Amostra 2 (29°C).  
 
Utilizando-se agora a equação (5.4), que considera para o ajuste da curva tanto 
as constantes acustoelásticas  𝐿ଵଵଵ , quanto 𝐿ଵଵଶ  e combinando-a com um fator de 
correção fc=0,85 calculado através do método dos mínimos quadrados, obtém-se as 
Figura 5-57 à Figura 5-64, que representam o ajuste da curva considerando tanto 𝐿ଵଵଵ  
quanto 𝐿ଵଵଶ . Nota-se que na equação (5.4) que o fator de correção foi único para ambos 
os termos. Procedeu-se desta forma para manter as premissas dos fatores de 
desacoplamento sen²ϴ e cos²ϴ, ou seja, a 0° predomina 𝐿ଵଵଶ , a 45° e -45° os pesos 
são iguais e a 90° predomina  𝐿ଵଵଵ . 
𝑉 = ට஼భభ
ఘ
+ 𝑓𝑐. 𝑠𝑒𝑛ଶ𝜃 ଶ஼భభ௅భభ
భ
ఘ
𝜀ଵ + 𝑓𝑐. 𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃
ଶ஼భభ௅భభమ
ఘ
𝜀ଶ       (5.4) 
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Figura 5-57: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (20°C).  
 
Figura 5-58: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (23°C).  
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Figura 5-59: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (26°C).  
 
Figura 5-60: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (29°C).  
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Figura 5-61: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (20°C).  
 
Figura 5-62: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (23°C).  
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Figura 5-63: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (26°C).  
 
Figura 5-64: Velocidade Equação (5.4), fator de correção 0,85, Amostra 1 (29°C).  
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Na Figura 5-57 à Figura 5-64 percebe-se que não há a descontinuidade a 0° que 
ocorre na Figura 5-41 à Figura 5-48, assim como também não há descontinuidade a 
90° e -90° que ocorre na Figura 5-49  à Figura 5-56. 
A diferença percentual entre velocidade medida e velocidade calculada da Figura 
5-57 à Figura 5-64, calculada pela equação (5.4) é apresentada na Figura 5-65 à 
Figura 5-68. 
 
Figura 5-65: Diferença % entre velocidade medida e calculada pela equação (5.4) (20°C).  
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Figura 5-66: Diferença % entre velocidade medida e calculada pela equação (5.4) (23°C).  
 
Figura 5-67: Diferença % entre velocidade medida e calculada pela equação (5.4) (26°C).  
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Figura 5-68: Diferença % entre velocidade medida e calculada pela equação (5.4) (29°C).  
 
 
Observa-se que a variação da velocidade medida calculada sobre velocidade 
medida oscila de aproximadamente -5,5% a 3,2% para todas as temperaturas 
medidas. Para verificar se a diferença entre a velocidade calculada pelo modelo e a 
velocidade medida é impactante na determinação dos valores de tensão, utiliza-se 
das equações (2.227) e (2.228)  onde é possível verificar o quanto esta diferença de 
velocidade gera de erro nos valores de tensão, sendo assim, tem-se a Figura 5-69 à 
Figura 5-76. 
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Figura 5-69: Valor de tensão 1 (20°C) pela variação do medido menos calculado.  
 
Figura 5-70: Valor de tensão 1 (23°C) pela variação do medido menos calculado.  
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Figura 5-71: Valor de tensão 1 (26°C) pela variação do medido menos calculado.  
 
Figura 5-72: Valor de tensão 1 (29°C) pela variação do medido menos calculado.  
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Figura 5-73: Valor de tensão 2 (20°C) pela variação do medido menos calculado.  
 
Figura 5-74: Valor de tensão 2 (23°C) pela variação do medido menos calculado.  
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Figura 5-75: Valor de tensão 2 (26°C) pela variação do medido menos calculado.  
 
Figura 5-76: Valor de tensão 2 (29°C) pela variação do medido menos calculado.  
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Analisando-se da Figura 5-69 à Figura 5-76 para ambas as amostras e para 
todas as temperaturas, verifica-se que o erro do valor da tensão é sempre menor que 5 
MPa, o que é bastante aceitável para as principais aplicações de ensaios não 
destrutivos em Engenharia. Isso é verdade porque, conforme pode ser encontrado na 
literatura, a técnica possui resolução em torno 18 MPa para a medição de tensão 
(Pereira Jr, Grijalba and Santos, 2016). Além disto, a viabilidade da aplicação das 
equações (4.50), (4.51), (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4) pode ser justificada ao ressaltar-se 
as particularidades no comportamento mecânico de materiais compósitos, conforme 
será discutido a seguir.  
Compósitos podem sofrer alteração do módulo de elasticidade, já que as tensões 
mecânicas tendem a deixar as fibras mais alinhadas, ou pelos próprios danos que 
alteram a relação 𝐸 𝐸଴⁄  (módulo de Elasticidade Secante/Módulo de Elasticidade 
Inicial). A razão deste fenômeno é que mesmo em carregamentos muito abaixo da 
tensão de ruptura existe a tendência de surgimento de microtrincas na interface 
fibra/matriz e de rompimento de alguns filamentos das fibras (Talreja e Singh, 2012). 
Além disto, os equipamentos de ensaio de tração, necessários para o levantamento 
das constantes acustoelásticas, quando utilizados em materiais compósitos requerem 
vários cuidados como alinhamento preciso, atenção ao efeito de borda em compósitos 
que não estão orientados com fibras a 0°, entre outros. Uma lista de recomendações 
pode ser encontrada em ASTM D3039/D3039M (2017). Todas estas características 
são um obstáculo para a obtenção precisa das constantes acustoelásticas. 
As equações (4.50), (4.51), (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4) podem  solucionar os 
problemas descritos anteriormente. Analisando-se os termos que contém deformação 
nos modelos propostos, nota-se que as deformações consideradas foram somente as 
térmicas uma vez que não foram aplicadas tensões mecânicas. Entretanto, quando a 
peça é carregada mecanicamente, a deformação total será a somatória da 
deformação térmica e mecânica.  Portanto, os termos que multiplicam a deformação 
térmica serão similares aos termos que multiplicam as deformações mecânicas. 
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Sendo assim, as equações sugerem que as constantes acustoelásticas podem ser 
obtidas tanto pelas deformações e tensões mecânicas quanto pelas térmicas.   
Desta forma, desenvolver um método experimental de forma a obter as 
constantes acustoelásticas pela via térmica utilizando as equações propostas neste 
trabalho, além de ser uma alternativa para as dificuldades técnicas dos métodos 
tradicionais, pode proporcionar aos equipamentos SHM que utilizam a 
acustoelasticidade, calibração constante nas situações dinâmicas que monitoram. 
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6. CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 
 
Este trabalho alcançou plenamente o objetivo proposto, que foi apresentar um 
modelo capaz de descrever o comportamento da velocidade de ondas longitudinais 
utilizadas para a medição de tensões em função do ângulo da propagação em relação 
à fibra.  
Os resultados apresentados mostram que a utilização das equações propostas 
por  Pao (1987) e Pao e Gamer (1985), em conjunto com a teoria da elasticidade, 
teoria clássica dos laminados para o cálculo das constantes elásticas de segunda 
ordem, carregamento higrotérmico e acustoelasticidade para o cálculo das constantes 
elásticas de terceira ordem, preveem a velocidade da ondas ultrassônicas 
longitudinais no material de fibra de carbono/epóxi HexTow® AS4/HexPly® 8552. Os 
resultados mostraram que as deformações e tensões térmicas geradas no processo 
de cura possuem um papel que não pode ser desprezado na velocidade medida e, 
por conseguinte, nos ajustes das curvas dos modelos que descrevem o 
comportamento. 
Comparando as curvas de velocidade ajustadas por 𝐿ଵଵଵ  e 𝐿ଵଵଶ  nota-se que o 
ajuste de curva feito por 𝐿ଵଵଶ , ou seja, pelas tensões e deformações térmicas 
transversais ao sentido de propagação da onda, tem uma melhor aderência aos 
resultados de velocidades medidas 
No caso mais genérico, onde são considerados os efeitos das tensões térmicas 
tanto longitudinais quanto transversais, este trabalho propôs um modelo que, quando 
comparado com os valores experimentais, leva a uma diferença máxima de 5,5% entre 
a velocidade medida e a calculada, sendo que esta diferença representa uma tensão 
de, no máximo, 5 MPa. No modelo proposto também existe a necessidade de adotar-
se um fator de correção fc, justificado pelas tensões e deformações térmicas, 
constantes elásticas calculadas utilizadas no modelo e não medidas através de 
experimentos. 
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Ainda sobre o modelo proposto, a inclusão das constantes acustoelásticas com 
a finalidade de eliminar as constantes elásticas de terceira ordem da equação de Pao 
e Gamer (Pao and Gamer, 1985), pode ser uma estratégia eficaz em materiais 
compósitos, uma vez que a caracterização de todas estas constantes elásticas 
envolvem ângulos de medições que nem sempre são possíveis de empregar, 
conforme técnicas descritas por Pereira Jr (2011). 
Para trabalhos futuros, sugere-se aplicar as equações apresentadas neste 
trabalho para desenvolver um método experimental de forma a se obterem as 
constantes acustoelásticas pela via térmica. Além de ser uma alternativa para as 
dificuldades técnicas dos métodos tradicionais, esta nova técnica a ser desenvolvida 
pode proporcionar a calibração constante dos equipamentos que utilizam a velocidade 
da onda para a determinação de tensão. 
Há também a necessidade de comparar as precisões entre os métodos de se 
obter as constantes acustoelásticas pela via térmica e as obtidas pela via mecânica. 
Considerando que a constante acustoelastica possui uma variação com o ângulo de 
orientação da fibra alterando-se de um valor máximo a um mínimo, passando por um 
valor nulo na região de -60° e 60°, conforme detalhado no apêndice B, recomenda-se 
o estudo desta região para se conhecer a sensibilidade da técnica quando os valores 
das constantes acustoelastica são baixos. 
Ainda em relação as constantes acustoelásticas 𝐿ଵଵଵ  e 𝐿ଵଵଶ , recomenda-se 
aprofundar o estudo do desacoplamento. Os gráficos no Apêndice B sugerem que a -
45° se inicia uma assíntota para 𝐿ଵଵଵ e termina outra para 𝐿ଵଵଶ .  De forma semelhante, a 
45° inicia-se uma assíntota para 𝐿ଵଵଶ e termina outra para 𝐿ଵଵଵ . Caso esta hipótese seja 
comprovada, uma ou outra constante deve ser escolhida de acordo com a orientação 
da fibra, uma vez que não seria adequado utilizar a constante quando ela está se 
comportando como uma assíntota. 
Com mais uma sugestão, as equações propostas poderiam ser elaboradas em 
outras bases em termos das deformações e tensões longitudinal e transversal à fibra 
e não em relação a direção de propagação da onda. Com este modelamento, 
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conhecendo-se somente a constante acustoelastica no domínio da fibra e no domínio 
da matriz, seria possível determinar a acustoelasticidade para qualquer ângulo.   
O fator de correção é outro ponto a ser estudado. Uma das hipóteses levantadas 
é que fc pode estar relacionado com a diferença entre a velocidade de grupo e a 
velocidade de fase. Em materiais homogêneos despreza-se esta diferença; 
entretanto, em materiais compósitos pode haver uma diferença que pode impactar os 
resultados. Isto pode ser verificado através da inserção de fc nas equações (4.46) e 
(4.47). Ao se isolar fc com (V-V0)/V0, há a possibilidade de interpretá-lo como um 
porcentual da variação da onda. Em outras palavras, um fator 0,85 implica que (V-
V0)/V0 é 85% menor do que o esperado. 
O modelo proposto também necessita ser verificado quanto a sua aplicação. As 
equações desenvolvidas utilizaram um compósito com cura da resina a 180°C. Validar 
o modelo desenvolvido em materiais com outras temperaturas de cura, outras tensões 
térmicas e sistemas fibra/matriz diferentes contribuiria para determinar os limites do 
modelo. Também deve-se verificar o modelo em compósitos com camadas em 
diferentes orientações, verificando a influência da matriz B e D. 
Em relação a modelagem, pode-se aplicar os mesmos procedimentos com 
outros tipos de ondas, como por exemplo com ondas cisalhantes, verificando se são 
sensíveis também ao efeito higrotérmico-mecânico.  
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Apêndice A: Verificação Hipótese: tensões na orientação 3 são nulas 
 
No capítulo 4, para se chegar na equação (4.38), assumiu-se a hipótese que as 
tensões na direção 3 poderiam ser consideradas desprezíveis e, consequentemente, 
não afetavam a velocidade da onda longitudinal. A Figura A.1 comprova esta 
afirmação, uma vez que a velocidade ajustada por 𝐿ଵଵଷ  praticamente coincide com a 
velocidade de referência V0 (velocidade livre de tensão). 
  
(a) (b) 
  
(c) (d) 
Figura A.1: Verificação tensões na direção 3 influenciam na velocidade da onda. 
(a) temperatura 20°C (b) temperatura 23°C (c) temperatura 26°C (d) temperatura 29°C 
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Apêndice B: Constantes Acustoelásticas calculadas pela via térmica 
  
(a) (b) 
Figura B.1: Constantes acustoelásticas calculadas termicamente. (a) Amostra 1 (b) Amostra 2 
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